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76 Traitements statistiques des enquétes

moyen des outils classiques de la statistique descriptive ou de ceux plus
récents de la statistique exploratoire :

- tris a plat avec histogrammes, box-plot (appelés parfois boites
A pattes ou boftes a moustache), courbes de densité pour les
variables quantitatives ; "camemberts” et autres diagrammes
pour les variables qualitatives.

- tris croisés qui consistent a ventiler les observations selon deux
variables afin d'étudier leur liaison.

4.2 Analyse d'un ensemble de variables numériques : ACP

4.2.1 Représentations graphiques, nuages associés ; notions d'espaces des
individus et des variables

On considérera ici le tableau rectangulaire X a n lignes et p colonnes des
valeurs relevées sur n individus de p variables quantitatives actives.

p— -

X11 X12 ... X1p
X21 X22 ... X2p

—an Xn2 e an—

Chaque individu i sera considéré comme un point ej d'un espace a p
dimensions de coordonnées Xj; X2 .... Xjp : cet espace appelé espace des
individus sera noté E. Lorsque les variables sont exprimées avec des unités
incommensurables (poids en kg, dge en années etc.) on ne peut calculer
directement les distances entre individus ; il faut pour cela donner une
formule de distance appropriée.

La solution la plus courante, et la seule que nous retiendrons ici, consiste en
fait a centrer et réduire toutes les variables : il n'y a plus alors de
problémes d'unités car les variables deviennent exprimées en nombre
d'écarts-types.

Si sj désigne 1'écart-type de la variable j, le carré de distance entre i et i’
s'écrit :

p
e X )2
R
=
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4.22.2 Comme recherche de variables maximisant des critéres de
dispersion ou de corrélation

La présentation géométrique précédente conduit aux mémes résultats que
celle, plus statistique, proposée par Harold Hotelling : partant de 1'idée
élémentaire qu'une variable de faible variance ne décrit pas efficacement
un échantillon car elle ne sépare pas les individus, Hotelling propose de
rechercher les combinaisons linéaires de variance maximale des p variables
initiales.

La somme des carrés des coefficients de ces combinaisons linéaires est fixée
aun.

Les vecteurs renfermant les p coefficients de ces combinaisons, appelés
facteurs principaux, sont les vecteurs propres de la matrice de corrélation
R classés selon l'ordre décroissant des valeurs propres. Ces derniéres sont
les variances des combinaisons optimales que l'on appelle composantes
principales. La somme des k premieres valeurs propres est égale a l'inertie
du nuage projeté sur le sous-espace de dimension k.

Une autre présentation de I'analyse en composantes principales, qui se
généralise sous la forme d'un principe d'association maximale est la
suivante : partant de p variables quantitatives on recherche de nouvelles
variables notées cg, non-corrélées entre elles, qui soient les plus liées aux p
variables initiales au sens ou la somme des carrés des coefficients de
corrélation entre cy et les p variables x; est maximale.

max Y, r2 (ck ; Xi)
i

Quelle que soit la présentation utilisée, 'analyse en composantes principales
est une méthode factorielle linéaire : on construit de nouvelles variables,
combinaisons linéaires des p variables de départ, non corrélées entre elles
et de variance maximale.

4.2.3 Interprétation des résultats

4.23.1 Avec les variables actives

Les composantes de I'ACP sont de nouvelles variables. Pour les interpréter
en fonction des anciennes variables on calcule les coefficients de corrélation

r(Ck ; Xj)

Ces coefficients sont les coordonnées des variables initiales dans 1'espace
défini par les composantes principales. La figure formée avec deux
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composantes est appelée cercle des corrélations ; c'est en fait la projection
de la sphere unité de F sur le plan engendré par c, et c; dans I'espace F.

Xi[

X1

~—_

Figure 3

Le cercle des corrélations est une section (optimale)
de la sphere de la figure 1

Les cercles de corrélation sont les éléments essentiels pour l'interprétation
"interne" des résultats. On observe ce que 1'on appelle un effet "taille”
lorsque toutes les variables initiales sont corrélées positivement entre elles,
ce qui conduit a un cercle des corrélations ou toutes les variables sont d'un
méme coté de I'axe n°l.

4,2.3.2 Avec les variables illustratives

L'interprétation avec les variables actives peut étre sujette a la critique
classique de tautologie. L'utilisation de variables n'ayant pas servi a la
détermination des axes apporte des éclairages différents, il s'agit alors
d'une interprétation "externe".

Les variables quantitatives supplémentaires se représentent aisément dans le
cercle des corrélations puisque l'on peut calculer simplement leurs
corrélations avec les composantes principales. Les variables qualitatives
quant 2 elles ne se représentent pas dans le méme espace : en effet une
variable qualitative se réduit a un ensemble de catégories ou modalités qui
sont en fait des sous-groupes d'individus.

Chaque sous-groupe définit un sous-ensemble de points dans l'espace des
individus ; il est certes possible de marquer chaque individu d'un sous-
groupe par un symbole distinctif mais ceci ne permet de représenter qu'une
seule variable a la fois. On utilise en général le principe barycentrique qui
consiste a faire figurer le centre de gravité de chaque catégorie.
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Il est clair que l'on perd ainsi la notion de dispersion et qu'il convient
d'étre prudent dans l'interprétation des proximités entre catégories.
L'usage de domaines de confiance elliptiques autour des points moyens est
alors une pratique recommandable.

La valeur-test associée a une modalité d'une variable qualitative (ou
variable nominale) supplémentaire permet de vérifier rapidement si cette
modalité différe ou non de la moyenne générale.

Si aj est la coordonnée sur un axe factoriel du centre de gravité de nj
individus de la catégorie j et Aj leur variance sur ce méme axe factoriel, on
calcule :

aj_ (n-D'”

()" " (a-ny)

Vj = 172

La quantit¢ v; représente la distance a I'origine de la modalité j exprimée
en nombre d'écarts-types, dans I'hypothé¢se ou les njindividus seraient pris
au hasard sans remise dans le plan factoriel.

4.2.3.3 Qualité des représentations

Les projections sur les plans principaux sont des représentations déformées
de la réalité et il convient de prendre des précautions.

Un usage bien établi consiste a se servir des cosinus carrés entre les
projections et les points initiaux. Des cosinus proches de 1 indiquent une
bonne qualité de représentation. Cependant des cosinus proches de O ne sont
pas toujours les témoins d'une mauvaise projection. 11 vaut mieux dans ce
cas se référer aux distances au plan de projection.

4.2.3.4 Choix du nombre d'axes

Le nombre d'axes a retenir est un probléme délicat et qui n'a pas de
solution rigoureuse. Il faut tout d'abord éliminer les critéres liés & une
valeur a priori du pourcentage d'inertie expliquée : on trouve trop souvent
des affirmations du genre "il faut 80 % d'inertie expliquée" qui n'ont aucun
sens.

S'il est souhaitable d'avoir beaucoup d'inertie expliquée sur un sous-espace
cette valeur doit tenir compte du nombre de variables. Avoir 50 %
d'inertie expliquée sur deux axes n'a pas le méme sens avec 5 ou 50
variables au départ.
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Figure 4

Les projections f; et f sont proches,
alors que les points e; et e; sont éloignés

Les critéres théoriques liés aux propriétés de la loi normale
multidimensionnelle n'ont qu'une valeur indicative, car ils ne résistent pas
aux données réelles (le cas de distributions normales globales n'est
d'ailleurs d'aucun intérét en analyse des données).

Les seuls critéres utilisables sont des critéres empiriques : celui de Kaiser
est un des plus connus qui consiste & ne retenir que les composantes
associées a des valeurs propres supérieures a un. En effet en données
centrées-réduites les variables de départ ont des variances égales a un et on
cherche des combinaisons linéaires de variance maximale donc supérieures.

Le critere du "coude” ou de Cattell consiste a détecter un ralentissement
dans la décroissance des valeurs propres : au dela, si les valeurs propres
sont peu différentes entre elles, il n'y a plus que du bruit.

Enfin il faut obtenir des composantes interprétables : ce n'est pas seulement
une question d'habileté ni d'aptitude a l'expression verbale ! On peut le
formaliser en exigeant des corrélations suffisantes avec des variables
supplémentaires (cf. I'application présentée au chapitre 9).
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[~

différent entre eux, c'est a dire étudier 1'écart a l'indépendance, revient
regarder en quoi ce nuage differe de son point moyen.

[0

Effectuer I'ACP reviendra a représenter graphiquement les écarts
I'indépendance.

Ici deux différences notables interviennent : tout d'abord les points lignes
ne sont pas équipondérés mais ont pour poids leurs fréquences marginales
n;/n. D'autre part on utilise une formule spéciale de distance, la distance du
chi-deux qui entre autres propriétés assurera la dualité entre ACP des
profils des lignes et ACP des profils des colonnes.

dz(i, i') = ZHL (nij / mj -ny / ni',)2
i

Avec cette distance l'inertie du nuage des profils lignes est égale au chi-

deux d'écart a 1'indépendance divisé par n.

On montre alors que 'ACP du nuage des q profils colonnes conduit 2 des
résultats similaires : mémes valeurs propres, facteurs principaux égaux aux
composantes principales de l'autre analyse.

Cette dualité est la source de la représentation simultanée des lignes et des
colonnes de N sur un méme graphique.

4.3.2.2 Contributions et interprétations

L'interprétation des résultats d'une AFC ne se fait pas exactement comme
en ACP ; en effet le cercle des corrélations n'a guére de signification car
on est en présence de catégories de variables qualitatives et non de variables
quantitatives.

On utilise essentiellement les contributions a l'inertie. Chaque valeur
propre A étant égale a la moyenne pondérée des carrés des coordonnées des
points profils, la contribution du profil i est ainsi égale a :

CTR (i) = 3 (af / &
ou aj est la coordonnée sur l'axe étudié.

Les contributions sont d'autant plus significatives qu'elles sont supérieures
au poids n;./n.

Comme en ACP il est d'usage d'étudier la qualité des représentations
graphiques a l'aide des cosinus carrés.
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p "1" dans chaque ligne (ici p = 3) et il est de plus redondant car la somme
des indicatrices de chaque variable qualitative vaut 1.

Lorsque p vaut 2, on montre que l'analyse des correspondances de X
conduit aux mémes représentations que l'analyse des correspondances du
tableau de contingence N croisant les deux variables, mais avec des valeurs
propres différentes. L'extension & p variables s'en déduit immédiatement :
I'analyse des correspondances multiples n'est en fait que l'analyse des
correspondances du tableau disjonctif. Il convient d'utiliser cependant un
programme d'ordinateur spécifique pour calculer les parameétres de fagon
économique et interpréter les résultats commodément.

4.4.2 Autres présentations

L'ACM peut s'obtenir en partant de nombreux autres points de vue, qui en
font 1a richesse ; en voici deux :

4.4.2.1 Principe barycentrique généralisé

Si on représente les n individus et les mj+ mp+...+m, catégories
simultanément on a la propriété suivante qui est caractéristique de 'ACM :
a un coefficient pres, chaque catégorie est située au barycentre des
observations qu'elle regroupe, chaque individu est situé au barycentre des p
catégories qui le décrivent.

4.4.2.2 ACP de variables qualitatives

Les composantes de I'ACM qui contiennent les coordonnées des n individus
sur chaque axe sont des variables quantitatives vérifiant une propriété
d'association maximale voisine de celle de I'ACP :

2N (%)

elles rendent maximale la somme des carrés des rapports de corrélation

n(c ; xj) avec les p variables qualitatives. Rappelons que le carré du rapport
de corrélation est la proportion de la variance d'une variable quantitative
expliquée par une variable qualitative (variance des moyennes par
catégories / variance totale).

En ce sens 'ACM apparait comme une extension de I'ACP a des variables
qualitatives. On n'aboutit pas cependant a des représentations des p
variables mais seulement de leurs modalités.







