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Préambule

L’ Etude de la gravité de la Terre occupe les savants depuis pas loin de quatre siecles. Une
si longue période d’étude peut sembler étonnante pour un phénomene aussi familier,
dont nous subissons les effets a tous les instants de notre vie de terrien. En fait, 'une des
propriétés les plus remarquables de la gravité reste son universalité. Dans I'univers, tous les
corps dotés d’'une masse non nulle, de la particule élémentaire a I’astre super-massif, s’at-
tirent irrémédiablement par I'action d’'une force d’attraction proportionnelle au produit de
leurs masses respectives, et inversement proportionnelle au carré de la distance qui les sé-
pare. Linteraction gravitationnelle gouverne toute la dynamique de l'univers ou les mou-
vements relatifs des astres résultent de leurs attractions mutuelles. Ainsi, le mouvement de
révolution de la Terre autour du Soleil découle-t-il d'un équilibre dynamique subtil impli-
quant les interactions Terre/Soleil et Terre/ Lune. En tant que corps massif, la Terre constitue
un astre en rotation soumis a sa propre gravité, dont la forme s’ajuste, en premiére approxi-
mation, pour épouser celle d'un ellipsoide de révolution. De plus, I'attraction gravitation-
nelle luni-solaire n’étant pas uniforme a la surface de la Terre, elle cause des déformations
périodiques de ’écorce terrestre et des masses d’eau qui couvrent la Terre, appelées phéno-
menes de marées. C’est encore cette attraction qui perturbe le mouvement de rotation de
la Terre dont la vitesse fluctue dans le temps, et I'axe bascule et change de direction. Enfin,
les enveloppes fluides de la Terre solide, telles 'atmosphére, les mers et océans, I’hydrologie
continentale et les glaciers, créent des surcharges qui pésent sur la surface terrestre et contri-
buent a sa déformation. Ces quelques exemples de phénomenes attestent du role capital des
interactions gravitationnelles dans le mouvement et la forme extérieure de la Terre. L'intérét
suscité par I'interaction gravitationnelle ou force de gravité dans les communautés savantes
de tous bords, telles celles des géophysiciens, astronomes et géodésiens, vient de son omni-
présence dans tous les phénomenes qui touchent la géophysique interne et externe.

Aujourd’hui, les recherches théoriques sur la force de gravité et I'étude du champ gravi-
tationnel de la Terre demeurent des sujets d’actualité. En premier lieu, la physique théorique
s'intéresse a |’origine profonde de la force gravitationnelle. La remarquable théorie de la re-
lativité générale d’Einstein, 'interprete comme une conséquence de la courbure de |’espace-
temps sous I'effet des masses présentes dans 1'univers. A ce jour, aucune expérience n'a remis
en cause cette théorie, qui, bien que n’étant pas encore unifiée avec les théories physiques
des particules élémentaires, constitue la description fondamentale de la gravité. En second
lieu, un grand nombre de phénomeénes gravitationnels qui touchent notre planete, peuvent
étre expliqués par la théorie newtonienne de la gravité, approximation du premier ordre de
la théorie d’Einstein. La théorie newtonienne stipule que toutes les grandeurs observables
du champ de gravité de la Terre, c’est-a-dire essentiellement le potentiel gravitationnel, I'ac-
célération gravitationnelle, et les gradients de gravité, sont liées par une relation intégrale, a
la distribution de densité dans I’écorce terrestre depuis la surface extérieure de la Terre, voire
celle de son atmosphére, jusqu’a la graine. Ce faisant, la cartographie et la modélisation des
valeurs mesurées de ces grandeurs fournissent des images intégrées de la distribution de
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densité d’autant mieux résolues que la hauteur d’acquisition est faible. Ainsi, toute modi-
fication de la distribution de densité par les transferts de matiére ou les déformations des
structures géologiques, marque-t-elle, de facon plus au moins visible, la carte du champ de
gravité de la Terre. Le raffinement de notre connaissance du champ de gravité par des tech-
niques de mesure de plus en plus sophistiquées, permet une séparation efficace des sources
de la gravité aussi bien dans I'espace que dans le temps. De 1a découlent de multiples ap-
plications de la gravité en géosciences dans des domaines aussi variés que la géodésie, la
géophysique interne en complément de la sismologie, 'océanographie, I'hydrologie, la gla-
ciologie, la géomorphologie quantitative, I'’étude du cycle sismique, en plus des utilisations
classiques des modeles du champ de gravité pour la mécanique spatiale et la navigation.

La science qui s’'occupe de la mesure, la modélisation et 'interprétation du champ de
gravité de la Terre et des autres planétes est la gravimétrie. J’ai personnellement découvert
cette discipline avec le professeur Roger Bayer il y a tout juste vingt ans, a 'occasion d'un
stage de recherche dans le laboratoire de géosciences de l'université de Montpellier (34),
consacré au prolongement vers le haut des anomalies de la gravité [Verdun, 1997 (ap9)].
Depuis, la gravimétrie et ses applications ont occupé I'’essentiel mes activités de recherche,
excepté durant certaines périodes de temps limitées o1, de par le profil du poste que j'oc-
cupais, je devais concentrer mes efforts sur des activités d’enseignement. Aussi, en reti-
rant mes six années d’études doctorales et post doctorales et les quatre années d’ensei-
gnement en lycée, je considere avoir réalisé, a ce jour, dix années de vie professionnelle en
tant qu’enseignant-chercheur au sein des deux écoles d’ingénieur qui sont 'Ecole Nationale
des Sciences Géographiques (ENSG) et 'Ecole Supérieure des Géometres et Topographes
(ESGT). Ce sont donc les résultats de ces dix années de recherche, qui sont présentés dans le
présent mémoire, a la suite de ceux obtenus dans mon travail doctoral.

En plus des applications thématiques évoquées précédemment, la gravimétrie s’appuie
sur de nombreuses disciplines transversales telles les mathématiques, la physique fonda-
mentale et appliquée et I'informatique. Elle requiert donc des compétences variées dont le
partage suppose d’engager des collaborations et des collaborateurs dans le cadre de pro-
jets pluridisciplinaires nationaux et internationaux. C’est la raison pour laquelle toutes mes
activités de recherche sont essentiellement collaboratives. En tant qu’enseignant en école
d’ingénieur, j’ail’avantage de pouvoir disposer d'une pépiniere d’étudiants particulierement
étoffée, a la recherche d’'un stage de fin d’études. Je puise treés souvent dans ce vivier de qua-
lité pour engager des travaux sur mes recherches en cours ou sur des sujets connexes, par-
fois exploratoires, porteurs de nouvelles voies de recherche. Il n’est pas rare que la qualité et
I'intérét des résultats obtenus dans le cadre de ces stages de recherche, les rendent immédia-
tement exploitables et montrables a la communauté scientifique. Parmi mes collaborateurs
les plus proches, j'ai la chance de pouvoir compter des jeunes chercheurs qui ont choisi de
consacrer leurs recherches doctorales a la gravimétrie. C’est une grande satisfaction d’avoir
pu rendre ses propres sujets de recherche suffisamment attractifs pour susciter I'intérét de
jeunes chercheurs. De ma propre expérience, il s’ensuit un échange intellectuel et humain
tres fructueux, dans lequel 'enthousiasme, la curiosité, les compétences et les questionne-
ments du jeune chercheur, sont les moteurs qui maintiennent actives la réflexion et I'inspi-
ration. Ainsi, les réussites des travaux de recherche exposées au fil du mémoire, saluées dans
les colloques nationaux et internationaux et publications scientifiques, n’auraient-elles ja-
mais été aussi nettes sans le travail assidu et les contributions fondamentales des jeunes
chercheurs que j'ai eu 'opportunité d’encadrer. Je suis définitivement convaincu que la for-
mation par la recherche compte parmi les méthodes d’enseignement les plus efficaces, avec
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cet avantage considérable que, par sa pratique, I'étudiant et son enseignant, le doctorant et
son encadrant, collaborent et progressent de concert.

En plus de la formation de jeunes chercheurs, je considere comme fondamentale I'ac-
tivité d’animation des travaux de recherche dans son propre laboratoire. En premier lieu,
la rédaction de projets de recherche a soumettre aux différents appels d’offre proposés par
I’Agence Nationale de la Recherche (ANR) ou les grands organismes de recherche, constitue
un exercice trés profitable pour trouver un cadre cohérent pour ses activités de recherches.
Cette cohérence suppose des objectifs clairs accessibles par des moyens financiers bien di-
mensionnés via des collaborations pertinentes, et le souci constant des retombées socié-
tales des recherches engagées. C’est pourquoi je participe tres régulierement a 1'élaboration
et la rédaction de projets de recherche, dont certains en tant que porteur référent. En se-
cond lieu, ma propre recherche s’insere dans 'ensemble des travaux de toute une équipe
pluridisciplinaire en géomatique (équipe de Géodésie et Géomatique du laboratoire Géo-
matique & Foncier (GeF-L2G), EA Cnam 4630), dont la pertinence sera tres prochainement
évaluée, en 2017, par le Haut Conseil de I’Evaluation de la Recherche et de I’Enseignement
Supérieur (HCERES). Depuis janvier 2016, j’assure la coordination de ma propre équipe de
recherche qui comprend, entre autres taches, 'animation des réunions d’équipe, la gestion
du budget, le suivi des projets de recherche et la rédaction du projet de laboratoire aux cotés
du directeur de laboratoire. Cette fonction tres enrichissante, permet d’acquérir une vision
d’ensemble des travaux réalisés par les collegues, de bien identifier leurs domaines de com-
pétence et leurs réseaux de collaborations. Cette vision d’ensemble est d'une aide considé-
rable au moment de choisir un consortium adapté pour un projet de recherche. Aussi, c’est
dans I'objectif d’évoluer dans mon propre domaine de recherche en continuant d’encadrer
des jeunes chercheurs, d’entreprendre des projets de recherche avec des consortiums élar-
gis, et d’assurer des taches d’animation, voire de direction, d’activités de recherche que je
me porte candidat a 'Habilitation a Diriger des Recherches selon les souhaits et les regles
de l'université du Maine et de I’école doctorale « Sciences Pour I'Ingénieur, Géosciences et
Architecture (SPIGA) ».

Ce mémoire est constituée de quatre parties dont une correspond aux annexes. La pre-
miere partie contient une revue des connaissances et des applications classiques de la gra-
vimétrie. Apres un bref exposé sur l'origine de cette discipline (Chap. 1, p. 3), les principaux
outils mathématiques sont présentés au chapitre 2 (p. 13). Puis les applications classiques de
la gravimétrie a la géodésie et a la géophysique sont décrites respectivement aux chapitres 3
(p. 35) et 4 (p. 63). L'exposé s’appuie délibérément sur des modéles physiques simples bien
que parfaitement rigoureux, dont le but est de montrer les concepts sans alourdir le pro-
pos par des difficultés techniques excessives. Le dernier chapitre de cette premiére partie
(Chap. 5, p. 125) dresse un bilan des acquis et des limites de la gravimétrie moderne, et s’at-
tache a montrer I'intérét de la gravimétrie mobile rapprochée pour affiner notre connais-
sance du champ de gravité de la Terre et envisager de nouvelles applications qui nécessitent
une cartographie du champ de gravité a haute résolution spatiale. La seconde partie com-
prend la syntheése proprement dite de mes travaux de recherche, divisée en deux grands cha-
pitres consacrés respectivement a I'instrumentation et aux méthodologies de traitement en
gravimétrie mobile rapprochée (Chap. 6, p. 179) et a la modélisation des sources de la gra-
vité a partir de données de gravimétrie mobile (Chap. 7, p. 315). Chacun de ces chapitres se
conclut par une présentation du projet de recherche que je souhaite mener a la suite des
travaux présentés. Le bilan quantitatif de ma production scientifique et de mes activités de
recherche, d’encadrement d’étudiants et de jeunes chercheurs et d’enseignement, fait 1’ob-



jet de la troisieme partie (p. 363). Les annexes présentes en fin de mémoire, permettent de
préciser certains aspects mathématiques du mémoire qui concernent essentiellement les
méthodes de traitement des données en gravimétrie mobile.

Les différentes étapes de mon parcours professionnel sont récapitulées dans le curricu-
lum vitee ci-contre.
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problématique de la mesure en
gravimétrie






Chapitre 1

« Petite histoire » des origines

« Notre héritage n'est précédé d'aucun
testament »

René Char
Feuillets d' Hypnos

LE socle des connaissances sur lesquelles s’appuie la gravimétrie mo-
derne a été constitué progressivement pendant presque quatre siéecles.
Les plus grands savants y ont apporté leur contribution comme en témoigne
la profusion de noms illustres associés aux théoremes et aux équations
de la gravimétrie toujours enseignées de nos jours. L'héritage recu de la
part des précurseurs est considérable : ces derniers nous ont légué des
lois physiques, des procédés de mesure et des théories mathématiques
employés quotidiennement par les gravimétriciens contemporains.

Avant de décrire les avancées de la gravimétrie actuelle permises par la tech-
nologie moderne, il est tres instructif d’examiner 'histoire de cette disci-
pline qui révele notamment cette filiation remarquable entre les recherches
actuelles et celles des pionniers. C’est pour leur rendre hommage que la
chapitre qui suit, raconte dans ses grandes lignes, 'histoire passionnante
de I'émergence de la gravimétrie théorique et expérimentale a partir du
XVII® siecle. Son contenu s’appuie sur |'excellent ouvrage de DEPARIS et LE-
GROS (2000) qui traite de I'histoire des sciences de la Terre, duquel ont été
tirés trois articles (DEPARIS et LEGROS, 2011a,b,c) décrivant plus particulie-
rement 'histoire de la gravimétrie.
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1.1 Les précurseurs

1.1.1 Lesintuitions mécaniques géniales de Galilée

Le précurseur de la gravimétrie, plus justement appelée géodésie dynamique ou géodé-
sie physique, est sans nul doute le savant italien Galileo Galilei (1564 — 1642), dit Galilée
(Fig. 1.1a). En 1632, il énonce les lois de la chute des corps a la surface de la Terre selon
lesquelles la vitesse v de la chute est proportionnelle a sa durée A ¢, et la distance h parcou-
rue par le corps durant la chute, proportionnelle au carré de la durée de chute. En notation
moderne, ces lois s’expriment par les deux relations :

1
v=gAl et h=cgA t2, (1.1)

ol g est une constante liée a une propriété physique de la Terre que le savant nomme capa-
cité d’attraction.

Six ans plus tard en 1638, Galilée réalise des expériences sur le pendule simple et postule
I'isochronisme des oscillations, autrement dit, I'indépendance de la période des oscillations
avec la masse du peson et 'amplitude des oscillations. Il énonce également une loi stipulant
que le carré de la période T des oscillations est proportionnelle a la longueur / du pendule
et dépend de la capacité d’attraction de la Terre. Chomme de science distingue déja deux
tendances dans cette capacité d’attraction, 'une attractive dirigée vers le bas, et 'autre « ex-
pulsive » trés inférieure a la premiere, due a la rotation de la Terre. Ce faisant, il anticipe la
définition moderne de la pesanteur terrestre, formée par les contributions d'une accéléra-
tion de nature gravitationnelle et d'une accélération centrifuge due a la rotation de la Terre.

(a) Galileo Galilei (1564 — 1642) (b) Christiaan Huygens (1629 — 1695)

FIGURE 1.1 - Les « précurseurs » de la gravimétrie.
Droits réservés ©Bibliotheque de I'Observatoire de Paris et ©National Portrait Gallery, Londres.

L'apport magistral de Galilée tient en la découverte d'un point commun entre ses tra-
vaux sur la chute libre et sur le pendule : pour lui, c’est la méme capacité d’attraction de la
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Terre qui se manifeste a la fois dans la chute des corps et le balancement du pendule. La
question qui se pose ensuite est celle du lien existant entre les lois qui régissent les deux
phénomenes : y a-t-il une relation entre les constantes de proportionnalité 2h/A 2 et I/ T?
qui entrent en jeu respectivement dans la chute libre et les oscillations du pendule? La ré-
solution magistrale de ce probleme va étre conduite avec succes presque vingt ans plus tard
par un expérimentateur de génie : Christiaan Huygens (1629 — 1695, Fig. 1.1b).

1.1.2 Huygens, « grand horloger »

En 1659, Huygens travaille sur la conception d’horloges de grande précision. Il démontre
que I'isochronisme des périodes d’oscillation du pendule simple n’est valable que pour les
petites amplitudes d’oscillation. Il réalise également des expériences avec le pendule cycloi-
dal formé d'une boule en mouvement dans une gouttiere dont la forme est celle d'une cy-
cloide. Il démontre que les périodes des oscillations d'un pendule cycloidal sont parfaite-
ment isochrones et établit que la durée de descente de la boule dans une gouttiére cycloidale
estliée ala capacité d’attraction de la Terre. En notant A ¢ la durée de descente et g I'intensité
de la pesanteur, la relation de Huygens s’écrirait avec les notations modernes :

R
At:n‘/—, (1.2)
g

ol R désigne le rayon du cercle générateur de la cycloide.

Le savant montre ensuite que la longueur [ du pendule simple ayant la méme période
T que le pendule cycloidal doit étre quatre fois plus grande que le rayon R. Sachant que la
boule du pendule cycloidal réalise deux montées et deux descentes par période qui durent
exactement chacune A ¢, il vient d’apres la relation 1.2 :

[R [4R
T=4At=4m\|— =2my| —,
§ §
|1
T=2m/—. (1.3)
g

Cette simple relation suggere également une possibilité de détermination de la pesanteur a
partir de la mesure de période d’oscillation d'un pendule simple. En ajustant la longueur [
d'un pendule pour que ce dernier « batte le seconde », autrement, dit oscille avec la période
T = 2s. Larelation 1.3 devient alors :

autrement dit,

a2l _ 2 - 4,
g
d’ou
g = 72l (1.4)
La mesure de la longueur / du pendule permet ainsi de calculer la valeur de g. La distance

h parcourue par un corps en chute libre pendant une seconde - soit Az, = 1 s dans I’'équa-
tion 1.1 — est également liée a la longueur [ par:

T
h=—I. 1.5
2 (1.5)



1.2. Vers la modernité 7

En 1690 dans son ouvrage intitulé « Discours sur la cause de la pesanteur », Huygens écrit
que la longueur du pendule qui bat la seconde a Paris est «de 3 pieds et 8,66 lignes » soit
0,9941 m, ce qui lui permet d’estimer avec une justesse admirable I'intensité de la pesanteur
49,812 m.s~2. Ainsi, le pendule simple constitue-t-il le premier gravimétre en tant qu’ins-
trument de mesure de la pesanteur et, Galilée et Huygens, les initiateurs de la gravimétrie
expérimentale.

Lutilisation des pendules pour la réalisation de mesures gravimétriques s’est poursuivie
jusqu’au début du XX°¢ siecle. De nos jours, les gravimetres absolus balistiques mesurent le
temps de chute libre d'un corps pour déterminer tres précisément la valeur de la pesanteur.
Les deux types d’'instruments utilisent somme toute deux principes élaborés par Galilée et
Huygens au XVII® siecle, ce qui perpétue de facon remarquable les travaux de ces pionniers.

1.2 Versla modernité

1.2.1 Létonnante efficacité des théories de Newton

La poursuite du développement de la gravimétrie provient d'une querelle ardemment
nourrie entre Huygens et quelques-uns de ses contemporains dont Leibniz (1646 — 1716),
avec un théoricien anglais prolifique mais tres controversé, Sir Isaac Newton (1642 — 1727,
Fig. 1.2).

Entre 1664 et 1685, Newton va élaborer le premier
modele physique de la pesanteur terrestre. En 1665,
Newton s’appuie sur une analogie déja réalisée par
Kepler (1571 — 1630) entre I'attraction magnétique et
'attraction gravitationnelle pour affirmer que la force
qui maintient la Lune sur son orbite est la méme que
celle qui fait tomber les objets a la surface de la Terre.
Il étend son raisonnement en stipulant que cette at-
traction est universelle et concerne toutes les parti-
cules massives présentes dans l'univers, depuis les
particules élémentaires jusqu’'aux corps célestes. Il
lui restait a trouver une loi permettant de quantifier
cette attraction. Pour ce, il lui manque un ingrédient
indispensable : 1a loi de l'accélération centrifuge.

Cette derniere est déja connue par Huygens qui
a établi son expression en vir, v désignant la vi- FIGURE 1.2 — Isaac Newton (1642 —
tesse linéaire due a la rotation et r le rayon du cercle 1727). Droits réservés ©National Portrait
qui constitue la trajectoire. C’est encore 1'accéléra- Gallery, Londres.
tion centrifuge qui est mise a profit par Huygens dans
le pendule conique, dispositif trés ingénieux de mesure de la pesanteur terrestre qui lui avait
déja permis d’obtenir une estimation de 'accélération de la pesanteur 29,81 m.s~2. En repre-
nant a son compte la notion de force centrifuge, Newton propose une autre démonstration
de son expression et utilise la troisieme loi de Kepler sur le mouvement des astres, publiée
en 1618, pour formuler définitivement la loi de I'attraction universelle dite en « 1/r2 ».

Son raisonnement tres simple s’appuie sur la trajectoire de la Lune supposée circulaire :
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si cette derniére se maintient sur son orbite, c’est que I'accélération centrifuge compense
exactement I'accélération gravitationnelle de la Terre. Si r désigne la distance entre la Terre
et la Lune, vy, la vitesse linéaire de la Lune sur son orbite et w;, la vitesse angulaire de son
mouvement de rotation autour de la Terre, alors I'accélération centrifuge a pour expression :

2 2.2 3.2
vp _rrep  riog

r r r2

Or, d’apreés la troisieme loi de Kepler, la quantité r3 w% est une constante C indépendante de
la masse de la Lune. L'accélération gravitationnelle qui compense 1'accélération centrifuge
obéit donc a une loi de la forme C/r2.

Laloi de I'attraction universelle va permettre a Newton d’obtenir une profusion de résul-
tats quantitatifs. Il estime a 1/305 le rapport m entre ’accélération centrifuge et I'accéléra-
tion gravitationnelle a la surface de la Terre, valeur différant de seulement 6 % de la déter-
mination plus juste de Huygens (1/289). Il prouve l'identité de la force par unité de masse
retenant la Lune sur son orbite et de la pesanteur terrestre, puis en s’interrogeant sur le lien
entre l'attraction universelle et le mouvement elliptique des planétes, il démontre les deux
premieres lois de Kepler.

En outre, Newton établit, en appliquant la loi en 1/r? aux particules de matiére, que I'at-
traction gravitationnelle a la surface d’'une sphére homogene est la méme que celle qui serait
produite par un corps ponctuel de méme masse que la sphere placé en son centre; c’est le
théoreme de Newton. Ainsi, pour une Terre sphérique de rayon R7, homogéne et immobile,
'attraction gravitationnelle en surface doit-elle étre en 1/ RZT. Tout écart a cette loi indique
que la Terre réelle doit s’écarter de cette répartition sphérique homogene et qu’il faut donc
tenir compte dans l'attraction de masses additionnelles venant de la non sphéricité, de la
topographie de surface et des contrastes internes de densité. Ce faisant, Newton établit pour
la premiere fois un lien entre la forme de la Terre et la pesanteur, événement qui signe en
1685 le début de la gravimétrie théorique.

En 1687, Newton publie son explication du sys- > 8
teme du monde - loi de I’attraction universelle, forme -
de la Terre, théorie de la Lune, précession des équi-
noxes, marées océaniques — dans son ouvrage « Philo-
sophiae naturalis principia mathematica» (Fig. 1.3).
Curieusement, ses travaux sur le systétme monde sont
accueillis avec la plus grande réserve par ses contem- o e
porains. Ces derniers reconnaissent exclusivement (A.)
Newton comme le grand théoricien éponyme de trois
lois de la mécanique au puissant pouvoir explicatif, a i
savoir, le principe de l'inertie, le principe fondamen-
tal de la dynamique et le principe de l'action et de la
réaction. L'origine de la controverse vient d'une diffé-
rence fondamentale entre les conceptions de Newton
et Huygens concernant la nature de I'attraction gravi-
tationnelle.

FIGURE 1.3 - Version francaise des
L'attraction newtonienne entre particules trouble «Principia » traduite du latin par la Mar-

trés fortement Huygens qui réfute I'explication se- quise du Chatelet (1706 —1749). Droits ré-
lon laquelle cette derniére puisse agir a distance sans $érvés ©Bibliotheque nationale de France.
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cause apparente. Ce dernier préfére 'interprétation de la physique cartésienne selon la-
quelle I'univers baigne dans un fluide en mouvement baptisé éther. Ainsi, I'attraction gra-
vitationnelle serait-elle de nature mécanique telle une réaction des corps au mouvement
centrifuge de I'éther. Cette conception est compatible avec une loi de I'attraction en 1/72 et
une accélération centrifuge en v?/r. En revanche, pour Huygens, elle signifie que I'attraction
gravitationnelle est indépendante de la forme de la Terre et constante en son intérieur.

A ce point charniére de I'histoire des sciences, 'adhésion de la majorité des savants a la
conception de Huygens a géné I'émergence des idées de Newton. Le basculement va s'opé-
rer progressivement au cours de la premieére moitié du XVIII® siecle grace aux grandes expé-
ditions scientifiques au cours desquelles furent pratiquées les premiéres mesures gravimé-
triques. Dés 1740, le systeme newtonien s’épanouit sur le « Continent » et marque les débuts
d'une nouvelle facon d’appréhender les phénomeénes naturels a partir des observations et
non des causes supposées, qui sera qualifiée plus tard de physique newtonienne.

1.2.2 Les savants explorateurs du siecle des Lumieres

L'évolution de la gravimétrie vers une véritable science de la Terre va encore connaitre
quelques péripéties o1 vont s’illustrer particulierement deux savants aux noms tres fami-
liers pour les gravimétriciens actuels : Alexis Claude Clairaut (1713 — 1765, Fig. 1.4a) et Pierre
Bouguer (1698 — 1758, Fig. 1.4b).

(a) Alexis Claude Clairaut (1713 — 1765) (b) Pierre Bouguer (1698 — 1758)

FIGURE 1.4 - Les «fondateurs » de la gravimétrie moderne.
Droits réservés ©RMN — Grand Palais, Paris, domaine de Chantilly/René-Gabriel Ojéda et Musée du Louvre/Tony
Querrec.

Dans la deuxieme moitié du XVII® siecle, les savants ont découvert que la pesanteur varie
suivant la latitude grace notamment aux mesures de I’astronome Jean Richer (1630 — 1696)
qui, envoyé en 1672 a Cayenne — en Guyane — pour mesurer la parallaxe de la planéte Mars,
constata que le pendule qui bat la seconde y est plus court qu’a Paris. En outre, le perfec-
tionnement des instruments d’observation des astres permit de constater I'aplatissement
de certaines planetes comme Jupiter ou Mercure. L'idée soutenue notamment par le géodé-
sien francais Jean-Félix Picard (1620 — 1682), selon laquelle la Terre n’est pas parfaitement
sphérique s'impose progressivement.
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Cette problématique n'a évidemment pas échappé a la sagacité de Newton et de Huy-
gens. Tous deux ont d’ores et déja postulé que la figure d’équilibre hydrostatique d'une Terre
fluide en rotation est un ellipsoide de révolution aplati aux poles. Newton en calcule I’apla-
tissement dans ses « Principia» (1687) : en notant a et b respectivement le demi-grand axe et
le demi-petit axe d'une ellipse méridienne, il définit I'aplatissement f al’aide de la relation :

r=2 L (1.6)

a

et estime que :
5 1
=-m= —,
/ 4 230
ou m est le rapport sans dimension de I'accélération centrifuge par 'accélération gravita-
tionnelle.

De son c6té, Huygens montre que la section méridienne de la Terre est une ellipse et en
évalue I'aplatissement a partir d'une condition d’équilibre différente de celle de Newton. Il
aboutit en 1690 au résultat suivant :

1 1
F=3m% 55
Ces deux estimations tres différentes de I’aplatissement de la Terre, issues de deux concep-

tions concurrentes de la gravité, posent question; il n’en fallait pas moins pour que 1'Aca-
démie des Sciences de Paris décide la réalisation de deux expéditions scientifiques vers le
Pérou (1735) et la Laponie (1736) pour mesurer, entre autres grandeurs, la longueur d'un
degré d’arc de méridien, la pesanteur a 'équateur et a proximité du pole nord. Le résultat
pour I'aplatissement de 1/178 obtenu presque dix ans plus tard au terme d’expéditions tres
mouvementées, est plutot en faveur de Newton. En revanche, un probléme de fond subsiste
qui vient de ce que les théories respectives de Huygens et de Newton ne peuvent expliquer
la variation observée de I'accélération de la pesanteur entre les poles et I'équateur, respecti-
vement surestimée par Huygens et sous-estimée par Newton.

L'explication ultime va étre fournie par Clairaut en 1743 qui met a profit le tout récent cal-
cul différentiel et intégral pour calculer I'attraction gravitationnelle d'une Terre hétérogéne
aplatie dont la densité croit avec la profondeur. Le calcul de Clairaut concorde admirable-
ment avec les observations. Ce dernier établit, dans I'hypothese d'une Terre en équilibre hy-
drostatique, une relation entre I'aplatissement f et 'aplatissement dynamique f; mesurant
la variation relative de la valeur de la pesanteur entre les poles et I'équateur; si g, et g, dé-
signent respectivement les valeurs de la pesanteur aux poles et a I'’équateur, I’aplatissement
dynamique fg s'écrit

fo=8r"8 (1.7)
8e

et larelation de Clairaut s’exprime par :

+f=—. (1.8
Je+ 1= 555
L'équation 1.8 constitue la premieére relation entre deux grandeurs liées respectivement a la

forme et a la pesanteur de la Terre.



1.2. Vers la modernité 11

La traditionnelle géodésie géométrique se voit-elle
ainsi reliée de fagcon indissociable a la nouvelle géo-
désie dynamique, qui apparait deés lors comme un
outil d’investigation de la forme de la Terre a partir
d’hypotheses préalables sur sa constitution interne.

La percée de Clairaut dans I'application de la gra-
vimétrie a I'étude globale de la Terre va tres vite s’en-
richir de la contribution exceptionnelle de Bouguer,
consignée dans son ouvrage « La figure de la Terre»
(Fig. 1.5) publié en 1749.

Ce dernier participe a 'expédition au Pérou aux
cotés de I’encyclopédiste Charles-Marie de la Conda-
mine (1701 — 1774) et du botaniste Joseph de Jussieu
(1704 — 1779). 1l est chargé de la réalisation de me-
sures pendulaires et de déviation de la verticale qu’il
opeére selon un protocole expérimental nouveau et
treés rigoureux qui comporte notamment la correc-
tion des mesures d’effets perturbateurs — dilatation
du pendule et modification de la poussée d’Archi-
mede - liés aux variations de la température et de la
pression.

FIGURE 1.5 — «La figure de la Terre »
(1749). Droits réservés ©Bibliotheque natio-
nale de France.

La qualité des mesures gravimétriques réalisées par Bouguer lui permet deux décou-
vertes a 'importance capitale :

— d’une part, en exploitant des mesures acquises a différentes altitudes, Bouguer constate
un désaccord avec la loi de I'attraction universelle en 1/72;

— d’autre part, il découvre une autre particularité de la pesanteur : la surprenante fai-
blesse de la déviation de la verticale due aux masses des montagnes.

Le désaccord constaté par Bouguer porte sur la variation relative de pesanteur A g/g entre
deux points séparés de la dénivelée H qui, selon la loi de |'attraction universelle, et en négli-
geant I'accélération centrifuge, s’exprime par :

Ag _ L, H (1.9)

g Ry

Ne parvenant pas a vérifier cette valeur, ’homme de science interprete cet effet comme ré-
sultant de I'attraction des montagnes situées entre le niveau de la mer et le point de mesure
qui compense partiellement la diminution de pesanteur due a I’éloignement du centre de
la Terre. Il introduit alors deux corrections dites « a I'air libre » et « de plateau » pour tenir
compte de ces deux effets systématiques. Le savant utilise ensuite la variation relative de pe-
santeur pour estimer, selon ses propres termes, le rapport entre la densité superficielle § et
la densité profonde p des matériaux qui forment I’écorce terrestre. Le rapport §/p est estimé
par Bouguer a 0,21. Cette valeur reste tres approximative comparée a la valeur 0,5 admise
aujourd’hui. Le savant a cependant ouvert la voie de I'interprétation des données gravimé-
triques locales en termes de variations de densité des roches formant I'écorce terrestre.
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Parmi les causes de I'estimation erronée du rapport 6/p figurent bien entendu la non
prise en compte de 'attraction des masses topographiques — obtenu aujourd’hui grace au
calcul des effets de terrain — et du phénomene que traduit la faiblesse de la déviation de
la verticale au voisinage des montagnes, a savoir I'existence d’'une racine qui prolonge les
roches des montagnes en profondeur. Bouguer ne parviendra pas a interpréter ce phéno-
mene qui, a nouveau confirmé par des mesures réalisées au XIX® siecle, sera finalement ex-
pliqué a I'aide d’'une nouvelle théorie sur la constitution interne de la Terre appelée théorie
de l'isostasie.

La conjonction des découvertes de Clairaut et de Bouguer a fourni le cadre conceptuel de
la gravimétrie moderne. Lorsque Clairaut calcule la pesanteur d'une Terre a 1'équilibre hy-
drostatique, sans relief ni hétérogénéité latérale de densité, il élabore en réalité un modele de
pesanteur a partir d'une figure théorique de référence. Par ailleurs, les termes correctifs de
la pesanteur réelle introduits par Bouguer s’appuient implicitement sur un modele de réfé-
rence. Dés lors, I'écart entre la pesanteur mesurée et corrigée et celle calculée via un modele
de référence doit étre considérée comme une anomalie — fort justement appelée par la suite
anomalie de Bouguer — vis-a-vis du modele de référence et interprétée par un raffinement au
moins local de la répartition des densités.

Ainsi les questionnements, les théories mathématiques et les procédés de Clairaut et de
Bouguer ont-ils posé les bases de la gravimétrie appliquée a la connaissance de la constitu-
tion interne de la Terre. La capacité d’abstraction et de formalisation mathématique, 'ingé-
niosité et 'habileté expérimentale, I’'obstination et le courage, la rigueur et la clairvoyance,
sont autant de qualités remarquables des savants explorateurs et aventuriers du siecle des
Lumieres qui forcent aujourd’hui encore 'admiration.



Chapitre 2

Fondements mathématiques de la théorie
de la gravité

« O vous qui étudiez, étudiez les
mathématiques, et ne construisez pas
sans fondements»

Léonard de Vinci

LA théorie mathématique de la gravité repose sur la théorie du potentiel
newtonien. Cette derniére comprend une équation fondamentale appe-
lée équation de Poisson de laquelle en découle une seconde trés populaire,
l'équation de Laplace. Léquation de Laplace est omniprésente en physique
théorique ou elle apparait dans des théories physiques en apparence aussi
distinctes que celles de 'optique, de I'électrostatique, du magnétisme, de
I'hydrodynamique, de la propagation de la chaleur, de I'élasticité et de la
viscosité. Elle apparait également dans les ouvrages de mathématiques
comme exemple d’équation aux dérivées partielles de type elliptique.

11 est clair que cette théorie est de nos jours bien établie et sous-tend un
grand nombre de concepts et de méthodes de la gravimétrie actuelle. L'ob-
jectif de ce chapitre est donc d’en présenter les résultats essentiels, tirés de
KELLOGG (1954), LEVALLOIS (1970), MACMILLIAN (1930) et WAHR (1996), et
ce afin de faciliter la compréhension des problématiques de la gravimétrie.
Un certain nombre de définitions et de notations utiles dans la suite du mé-
moire y sont également données.

13
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2.1 Deladistribution de masse au champ de gravité

Nous supposerons I'espace physique usuel — espace affine euclidien R® — muni d’un re-
pere cartésien constitué par une origine O et une base orthonormée (éyx, éy, éz). Tout point
M de'espace est alors repéré par le vecteur xp; = OM = Xéx+Yeéey+Zéyou(X,Y,Z) sont
les coordonnées cartésiennes du vecteur x,,.

2.1.1 Laloide Newton

Toute distribution continue de masse (Fig. 2.1) peut étre completement déterminée en
se donnant une fonction p (x) définie en tout point de I’espace, donnant la masse volumique
ou densité locale mesurée en kgm™3. Lattraction gravitationnelle g (xp) exercée par la dis-
tribution de matiere sur une masse de 1kg au point P, s’exprime d’apres la loi de Newton
par:

g(xp) = Gf p (xar) (X = Xp) dgxM, (2.1)

espace || Xp— Xp ”3
ol G est une constante appelée constante de gravitation universelle dont une valeur usuelle

avec les unités du Systéme International (SI) est G = 6,674 x 10" 1! m3kg~!s™2. La notation
...l désigne icila norme euclidienne.

VA

A

FIGURE 2.1 - Attraction gravitationnelle d'une distribution continue de masse déterminée a partir de
la loi de Newton. La distribution de densité est supposée connue en tout point M et entierement dé-
terminée par la fonction scalaire p (x,s). La loi de Newton permet de déterminer I'effet gravitationnel
de cette distribution en ajoutant les contributions élémentaires d g (xp) al’attraction gravitationnelle,
créées par des éléments de masse infinitésimaux centrés en M.

La fonction g (xp) définit un champ vectoriel plus communément appelé champ de gra-
vité ou champ gravitationnel. Lintensité g (xp) = | g (xp) | de l'attraction gravitationnelle
ainsi définie est homogene a une accélération de nature gravitationnelle mesurée en ms™2
avec les unités du SI. Il est toujours d’usage en gravimétrie d’exprimer les accélérations dans
le systeme d’unité « Centimetre, Gramme, Seconde (CGS) » dans lequel ces dernieres s’ex-
priment en gal (Gal) avec la correspondance 1Gal = 1cms™ = 107 2ms™2,



16 Chapitre 2. Fondements mathématiques de la théorie de la gravité

La fonction potentiel V définit un champ scalaire
qui peut également s’exprimer en fonction de la dis-

tribution de densité p (x,,) par: - / A
pxy) 3 \
Vxp)=G _ (2.2) A g(xp) Vg >V
P espace lxp—xpl 'f-: ’ / §

Le champ de gravité g (x) dérive d'un potentiel,
autrement dit il existe une fonction scalaire V telle

qu’en tout point P : FIGURE 2.2 — Le champ de gravité
_ g (xp) est orthogonal a la surface équi-
g(xp) = VpV(xp), (2.3) potentielle passant par P, de potentiel

_ V4. 1l pointe dans la direction ot la va-
ou Vp(...) désigne 'opérateur gradient calculé par riation de potentiel est positive etla plus
rapport aux coordonnées du vecteur xp. grande possible (Vg > Va).

Le potentiel est défini a une constante additive pres et sa valeur se mesure en m?s™2
dans le systéme SI. La pratique a consacré 'usage de |'unité géopotentielle, notée UGP, avec
la correspondance 1UGP = 10m?s™2 = 10° Galm. La relation 2.3 implique que les lignes du
champ de gravité g (x) sont orthogonales en chacun de leurs points a une surface équipo-
tentielle (Fig. 2.2). Autrement dit, la direction normale en tout point P d'une surface équipo-
tentielle est celle du vecteur g (xp) qui pointe dans la direction vers laquelle I’accroissement
du potentiel depuis le point P est le plus grand. Par conséquent, la direction de g (xp) est
dite celle des « potentiels croissants ».

2.1.1.1 Applications a des distributions de masse « hautement symétriques »

La relation 2.2 permet de calculer le potentiel et I'attraction de sources de forme simple
et/ou qui possedent de nombreux éléments de symétrie. A titre d’illustration, considérons
un cylindre de matiere dont la densité est décrite en M par la fonction p(M), de centre O,
d’axe de symétrie dirigé par é, (Fig. 2.3). Soient R son rayon et H sa hauteur.

Cylindre «infiniment fin »

La masse M, du cylindre s’exprime par :

2m pR p+HI2
M, :f f f dadrdZrp(M).
o Jo J-H/2

+H/2
Dans le cas d'un cylindre infiniment fin (H < R), la quantité dZ p(M) peut soit tendre
HI2

vers 0, soit tendre vers une valeur finie. La distribution de masse est alors répartie sur une
couche superficielle infiniment mince dont la densité surfacique, notée o (M) et mesurée en
kgm™2, est définie par :

+H/2
o(M) = limf dzp(M). (2.4)

H—=0J-H/2
Cette notion de distribution surfacique caractérisée par une densité superficielle est parti-

culierement utile en pratique pour modéliser des couches fines de matiere de petites dimen-
sions comparées au reste de la distribution de masse.
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(a) Définition du cylindre (b) Elément de cylindre infinitésimal

FIGURE 2.3 — Cylindre de densité p(M), de hauteur H dont la base circulaire est de rayon R (Fig. 2.3a).
Le potentiel gravitationnel est calculé en un point P de 'axe du cylindre dirigé par éz. Le point de
départ du calcul du champ gravitationnel sur I'axe du cylindre consiste a déterminer le potentiel
d’'un élément de cylindre infinitésimal (en orange sur la figure 2.3b) entourant le point courant M,
de hauteur dZ, dont les faces supérieures et inférieures sont des portions, délimitées par I'angle da,
de la couronne circulaire comprise entre les cercles de rayons r et r + dr. L'aire de chaque face de
I’élément de masse est donnée par: rdr da.
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En conservant '’hypothése d'un cylindre fin de densité surfacique o (M), lamasse de1'é1é-
ment de cylindre en M devient simplement o (M)r dr da. Nous supposerons de plus la den-
sité surfacique constante égale a 0. Le potentiel V en un point P de ’axe du cylindre, de cote

Zp est alors donné par :
2m
V(P) = Gf f dadr ——
r + 22

Tous calculs faits, il vient :

V(P) = V(Zp) = 21Ga (\/R2 + 22— Zp), (2.5)

avece=1pour Zp=0ou-1siZp<0.

L'accélération gravitationnelle correspondante s’obtient en calculant le gradient de la re-
lation 2.5, ce qui donne :

Zp

2 2
\/R2+ 7%

L'accélération gravitationnelle sur ’axe du cylindre est donc colinéaire a ce dernier. Cette
propriété aurait pu étre prévue en considérant les éléments de symétrie de la distribution de
masse. Il est établi que le champ gravitationnel en un point appartient a tout plan de symé-
trie de la distribution de masse passant par ce point en question. Dans le cas du cylindre,
I’axe correspond a l'intersection de tous les plans de symétrie contenant les génératrices du
cylindre. Le champ gravitationnel en un point de I’axe doit appartenir simultanément a tous
ces plans; il est donc nécessairement porté par I’axe qui constitue leur intersection.

gP)=0zV(Zp)éz=-2nGo|€ - éy. (2.6)

En outre, le cas limite ou R tend vers 'infini, correspond a une distribution surfacique
de masse plane, infiniment étendue. Dans ce cas, toute droite perpendiculaire a la distribu-
tion peut constituer un axe de symétrie de cette derniere et par conséquent, I'accélération
gravitationnelle est colinéaire au vecteur €, en tout point. En étendant la relation 2.6 au cas
d’un plan infini (R — +00), il vient 'expression de ’accélération gravitationnelle en un point
P quelconque au-dessus (¢ = 1) ou au-dessous (¢ = —1) du plan :

gP)=g(Zp)=-2nGoeéy. 2.7

L'accélération gravitationnelle est donc verticale, dirigée vers la distribution plane, et d’in-
tensité constante quelle que soit la position du point de calcul. Considérons a présent un
plateau infini, d’épaisseur H et de densité p uniforme. L'accélération gravitationnelle créée
par ce plateau peut étre vue comme résultant de la superposition des accélérations gravi-
tationnelles dues a une succession de couches superficielles planes, de densité surfacique
0 dZ. Si gplareau désigne 'accélération gravitationnelle due au plateau, il vient a partir de la

relation 2.7 :
+H/2

gplateau(P) = gplateau(ZP) == fH/Z AZ2nGpeey,

soit, puisque p est constante, la relation donnant l'effet de plateau :

gplateau(P) = gplateau(ZP) =-2nGpHeéy. (2.8)

Leffet gravitationnel d'un plateau homogene et infini est donc uniforme, de direction ortho-
gonale au plateau, d’intensité proportionnelle au produit p H. Les relations 2.7 et 2.8 s’avere
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étre d'une grande utilité pratique en gravimétrie pour déterminer les effets gravitationnels
de sources de forme plus complexe.

Enfin, I'’exemple du cylindre envisagé ici permet d’illustrer le comportement du potentiel
et de 'accélération gravitationnelle au passage d'une surface limite. Les relations 2.5 et 2.6
indiquent que le potentiel sur I’axe du cylindre est continu en Zp = 0 alors que I’accélération
gravitationnelle subit une discontinuité qui s’exprime par :

gZ3)-8Zp)=-2nGo(+1 - (-1)éz = -4nGoéy

Nous verrons que cette derniere relation se généralise a toute distribution surfacique de
masse et s’applique sur la composante de I'accélération gravitationnelle dirigée suivant la
normale a la surface de la distribution.

Cylindre « infiniment étroit »

Le cas du cylindre infiniment étroit est obtenu lorsque R < H. Lorsque la quantité

R pr2n
f drdarp(M)
0o Jo

tend vers une limite finie, elle correspond a une densité par unité de longueur d'une distri-
bution de masse répartie sur une ligne confondue avec I’axe du cylindre. La densité linéique
de masse A(M), mesurée en kg m™!, se définit alors par:

R p2m
AM) = limf f drdarp(M). (2.9)
0

R—0Jo

Déterminons a présent le potentiel en un point quelconque P du plan médiateur du cylindre
étroit, c’est-a-dire le plan (OXY), repéré par la distance radiale rp = 4 /Xf, + Yﬁ. Chaque élé-
ment de cylindre de hauteur dZ, de masse A(M)dZ contribue au potentiel qui s’exprime

alors par:
+H/2
V(P) = Gf _AGD
Hi2 r +Zz

En supposant que la densité linéique A est constante, une fonction admissible pour le po-

tentiel s’exprime par :
H+\/H? +4r3

rp

V(P) = V(rp) =2GAIn -2GAInC,

ol C est une constante réelle positive qui permet d’assurer la convergence du potentiel dans
le cas limite o1 H tend vers I'infini.

En choisissant C = H, la convergence est assurée et I’expression finale du potentiel de-

vient :
H + /H? +4r12)

vip)=V =2GAl
(P) (rp) n 2 H1

(2.10)

En notant &, le vecteur unitaire radial, I'expression de 'accélération gravitationnelle qui dé-
rive de ce potentiel s’écrit :
g(P) = arp V(rp)éy,
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soit, tous calculs faits,

4 1
g(P) = g(rp) = 2GA i P @2.11)

(H + \/H2 + 4r123) (\/HZ + 4r1%) TP

Le champ gravitationnel est donc radial, ce qui respecte la symétrie de la source puisque la
direction radiale se situe a I'intersection de deux plans de symétrie : le plan médiateur et un
plan quelconque passant par I’axe du cylindre étroit.

Lorsque H — 400, la distribution tend vers une répartition linéique de masse infiniment
longue, de densité linéique constante. L'accélération gravitationnelle s’exprime alors par :
2GA

g(P) = g(rp) = - é. (2.12)
rp

Cette relation sera également mise a profit dans des calculs de champ de sources a distribu-
tion plus complexe.

2.1.1.2 Interprétation énergétique du potentiel

Les différences de potentiel ont une interprétation physique simple. Imaginons un opé-
rateur qui souhaiterait amener, de facon quasi-statique, une masse m depuis un point A ou
la valeur du potentiel est V4 jusqu’a un point B de potentiel Vp en ’absence de toute autre
champ de force. Ce dernier doit compenser I'attraction gravitationnelle subie par la masse
en exercant la force —mg (x)) en tout point M du trajet reliant A a B. Le travail W, dépensé
par l'opérateur au cours de cette opération s’exprime alors par la circulation de cette force,
soit:

Wop = f (—mg (xM))dxM = —mf g(xM)dxM
A—B A—B

qui, d’apres I’équation 2.3, devient :

Wop:—m VMV(xM).dxM: m(VA—VB).
A—B
Le travail W, mesure la variation de 1'énergie potentielle gravitationnelle de la masse m
entre les points A et B. Autrement dit, la différence de potentiel gravitationnel V4 — Vz me-
sure la variation d’énergie potentielle gravitationnelle par unité de masse lors d'un déplace-
ment du point A au point B.

Il est clair également que cette différence de potentiel est indépendante du trajet suivi
lors de ce déplacement; le champ de gravitation est dit a circulation conservative. En outre,
I'interprétation énergétique des différences de potentiel suppose implicitement que la fonc-
tion potentiel ne présente ni discontinuité, ni singularité. La continuité du potentiel est une
propriété fondamentale de ce champ scalaire qui se démontre mathématiquement a partir
de larelation 2.2.

Les équations intégrales 2.1 et 2.2 indiquent que la détermination du champ de gravité
en tout point a partir du potentiel V' ou de I'accélération gravitationnelle g (x) est possible
des lors que la distribution des masses, autrement dit la fonction p, est connue en tout point.
La détermination du champ de gravité a partir de ses sources constitue le probleme direct de
la gravimétrie.
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2.1.2 Léquation fondamentale de Poisson

L'équation de Poisson fournit une formulation alternative a celle proposée par Newton
avecl'équation 2.2. Soit V2 'opérateur laplacien, qui appliqué a une fonction scalaire V (x,),
se définit en coordonnées cartésiennes par :

V2V (xp1) = 05 V(xp) + 05 V(xa), +05,V (x) (2.13)

ou les notations aga Vaveca = X, Y, Z, désignent les dérivées partielles secondes, calculées
suivant les coordonnées du point M, de la forme suivante :

2 0V
GaaV(xM) = W (2.14)

En tout point M ou la fonction p (xj;) est continue, I'équation de Poisson stipule que le po-
tentiel V (x)) satisfait la relation :

V2V (xp) = -4 Gp (xp). (2.15)

L'équation de Poisson est donc une équation aux dérivées partielles linéaire, du second ordre,
de type elliptique. Cette derniere découle de I’équation intégrale du potentiel 2.2 et, récipro-
quement, l'intégration de I’équation de Poisson conduit a I'équation intégrale du potentiel.

L'équation de Poisson permet de ramener le pro-

bleme de la détermination du potentiel V' a celui de LP 1

la résolution dans un domaine 2 de I'espace d'une %Af) o
équation aux dérivées partielles elliptique qui né- ]TM e /
cessite la connaissance de conditions aux limites.

Ces conditions peuvent étre de deux types suivant
la nature de la fonction connue sur la bordure 02
de 2 : il s’agit des conditions de Dirichlet lorsque
le potentiel V' est connu en tout point de la bor-
dure 02 et des conditions de Neumann lorsque seule FIGURE 2.4 —Schéma illustrant les élé-
la composante de g (x);) suivant la normale 7 (x,;) Ments géométriques nécessaires pour
en M au domaine 9@, autrement dit la dérivée nor- ©Xprimerles conditions de Conﬁnun’é du
male anV(xM) _ VV(xM).ﬁ(xM), est connue en champ graYltatlonnel au passage d'une
tout point de la bordure. Il est alors possible d’ac- surface limite.

céder au potentiel sans connaitre nécessairement la

distribution p (x,) en tout point, mais seulement le potentiel ou le champ gravitationnel
sur une surface fermée entourant la région de I’espace ot le potentiel est recherché.

L'équation de Poisson n’étant pas valable aux points de discontinuité de la fonction den-
sité p (xpy), la formulation des conditions aux limites nécessite de connaitre le comporte-
ment du potentiel V (xj7) ou du vecteur g (xp;) au voisinage des discontinuités. La condi-
tion de continuité du potentiel est essentielle puisqu’elle permet de fixer tres facilement des
conditions aux limites. En revanche, la continuité n’est plus assurée pour le champ de gra-
Vité.

Considérons par exemple une distribution de masse répartie sur une surface S et carac-
térisée par la densité surfacique o (x5;) mesurée en kgm™2 (Fig. 2.4). Soient # (x)) le vecteur
unitaire normal a la surface au point M et f (x)/) un vecteur unitaire localement tangent a la
surface S en M. Soient P; et P, deux points situés de part et d’autre de la surface S de sorte
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que MP, = —MP, = kii(xy) pour k € R.

Les conditions de continuité pour le champ gravitationnel g(x) = V V s’expriment alors
par:

Pl,lfi’?lM VV(xp,).t(xp) - V V(xpz).i(xM)] =0; (2.16)
lim VV(xpl).ﬁ(xM) - vV(xpz).ﬁ(xM)] = —4m0o(xp). (2.17)
Py, Py—M

Les deux conditions précédentes indiquent que la composante tangentielle du champ gravi-
tationnel V V (x).% (x) est continue sur S alors que la composante normale 9,V est discon-
tinue sauf dans le cas ol la densité surfacique est nulle sur S. Léquation de Poisson et les
conditions de continuité 2.16 et 2.17 permettent théoriquement la détermination complete
du potentiel gravitationnel.

2.1.3 Un corollaire capital : 'équation de Laplace

La conséquence immédiate del’équation de Poisson est que le potentiel V satisfait'équa-
tion de Laplace :
VAV (xp) = 0, (2.18)

en tout point M tel que p (xp;) = 0.

Le probleme de la détermination du potentiel V dans un domaine 2 ne comportant au-
cune masse, revient a chercher une fonction deux fois continiment différentiable dans &
satisfaisant I'équation de Laplace étant donné les conditions aux limites de Dirichlet ou de
Neumann. Ces derniéres consistent respectivement a fixer le potentiel V (xg), ou sa dérivée
normale 0,V (xQ), en tout point Q de 02. La fonction recherchée est dite harmonique dans
le domaine 2. La théorie mathématique du potentiel permet de montrer que cette fonction
existe et est unique.

D’un point de vue strictement théorique, le potentiel gravitationnel extérieur de la Terre
est une fonction harmonique et réguliere a I'infini. Il suffit donc, pour le définir dans tout
I'espace, de le connaitre uniquement sur la surface de la Terre pour satisfaire les condi-
tions de Dirichlet. De méme, il suffirait de connaitre sa dérivée normale 0,V (x) sur toute
la surface terrestre pour satisfaire les conditions de Neumann. L'adéquation du probléeme
mathématique de la détermination du potentiel gravitationnel avec le probleme géodésique
concret demeure cependant incompléte puisque, d'une part, la dérivée normale ne s’identi-
fie qu’ala pesanteur d'une Terre sphérique, homogene et immobile et, d’autre part, la surface
de la Terre sur laquelle doit s’appliquer la théorie, c’est-a-dire la surface topographique, reste
inconnue. La solution pratique mise au point par les gravimétriciens pour la détermination
du potentiel extérieur repose sur une représentation fonctionnelle particuliére de la fonction
potentiel : la décomposition en série d’ harmoniques sphériques.



2.2. Lessentiel sur les séries d’harmoniques sphériques 23

2.2 Lessentiel sur les séries ’harmoniques sphériques

Les séries d’harmoniques sphériques constituent une représentation fonctionnelle des
solutions de I'’équation de Laplace exprimée en coordonnées sphériques. Ces dernieres per-
mettent de repérer tout point M de |'’espace par deux angles, la longitude A et la colatitude 0

associées a un réel positif r égal a la norme du vecteur OM.

2.2.1 Léquation de Laplace en coordonnées sphériques

Tout point M de coordonnées -cartésiennes
(X,Y,Z) possede également un triplet de coor-
données sphériques (A, 0, r) appartenant au pavé
[0, 27[% [0, 7] x [0, +oo[ (Fig. 2.5). Le passage des co-
ordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes
s’effectue grace aux trois relations suivantes :

X = rsinfOcosA
Y = rsinfsinA (2.19)
Z = rcosf

N

La surface coordonnée correspondant a la coor-

donnée r - c'est-a-dire la surface décrite par le A
point M lorsque le couple (A, 0) parcourt le pavé

[0, 27[x [0, 7], r étant fixé — est une sphere de centre X

O et de rayon r. Langle A est celui formé par le plan
(éx, éz) et le plan méridien passant par M et I'axe
(0OZ) - également surface coordonnée de la longitude
—. La colatitude est finalement ’angle formé dans le

plan méridien par I'axe (OZ) et le vecteur OM.

FIGURE 2.5 — Définition des coordon-
nées sphériques.

En notant respectivement d,, 9, et 0, les dérivées partielles premiéres par rapporta A, 6,
et r, le laplacien de la fonction potentiel V exprimé en coordonnées sphériques s’écrit :

! a,(r%0,V). (2.20)

1 )
————0,(sinfd,V) + 2

1
VV=—4,(0,V) +
(92V) r2sin%6

r2sin29 *

2.2.2 Solutions de I'équation de Laplace

La résolution de I'équation de Laplace a partir de la relation 2.20 conduit toute une fa-
mille de fonctions solutions V," appelées harmoniques sphériques de la forme suivante :

l
VA, 0, 7) = { r_(rm) }Ylmm, 0), 2.21)

ou [ et m sont deux entiers relatifs, appelés respectivement degré et ordre de ’harmonique
sphérique, telsque [ =0 et |m| < L.

Les fonctions Y;"'(1,0) forment la partie angulaire de '’harmonique sphérique, puisqu'’ils
ne dépendent que de la longitude et la colatitude du point d’observation. Elles sont appe-
lées harmoniques sphériques de surface et définies sur la sphere unité — et sur toute sphere
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homothétique - par les relations suivantes :

21+1(l-m)!

' P"(cos0) e pour m=0

(=D~ ™*(A,0) pour m<0

ol le symbole (...)* est utilisé pour désigner le complexe conjugué; les fonctions P;" sont
définies pour toute valeur réelle de x de I'intervalle [—1, +1] par :

I

% 2y Z _
211 dy! (x=1)" = P;(x) pour m=0
le(x) = . (2.23)

m
dxm

Les fonctions P;(x) = P?(x) sont des polynomes de degré [ appelés polynémes de Legrendre.
Lorsque m > 0, les fonctions non polynomiales P;" (x) sont plus généralement appelées fonc-
tions associées de Legendre .

D)™ -x3)7

P;(x) pour m>0

La propriété fondamentale des harmoniques sphériques de surface est qu’ils forment un
systeme complet de fonctions orthogonales sur la sphere unité. Ainsi, toute fonction Vj (A, 6)
définie sur la sphere unité — c’est-a-dire pour (A, 8) € [0, 27[x [0, 7] —, suffisamment réguliere
et telle que:

V@A, 0) = Vy(A+2m, ),

peut-elle étre décomposée en harmoniques sphériques, c’est-a-dire qu’il existe des nombres
complexes A}" tels que :

+oo I
Volh,0) =) > A'Y(A,0). (2.24)
I=0m=-1

Les nombres complexes A”?, appelés également coefficient de Stokes, peuvent étre calculés
par l'intégrale suivante :

2n /4
A = f A f d sin0 VoA, 6) (Y,")" (A, ), (2.25)
0 0

qui découle de la relation d’orthogonalité :
21 b4 N\ *
f dA f dosin0 " (1, 0) (V") (A, 0) = 8108y, (2.26)
0 0

ou 6;y (resp. 0, ) désigne le symbole de Kronecker défini par 6;; = 0 (resp. 6, = 0) si
1#1 (resp.m#m')etd;; =1 (resp. 6,m = 1).

La représentation du potentiel gravitationnel sous la forme d'une série d’harmoniques
sphériques permet de résoudre simplement I’équation de Laplace lorsque les conditions aux
limites sont données sur des spheres.

Considérons, par exemple, une sphere de rayon a sur laquelle le potentiel gravitationnel
est constant égal a V. La détermination du potentiel extérieur revient a résoudre le probleme
aux limites suivant :

V2V =0 pour r > a;
VIA,0,r=a)=Vy et rlir+n VA,06,r) =0.
—+00
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L'expression générale du potentiel extérieur peut donc s’écrire :
+oo +I (1+1)
_ m _.—(l+ m
VA,0,rn=> > B'r Y"1, 0),
I=0m=-1
ou B/" sont des coefficients complexes a déterminer. Les contributions en rt V" ont été dé-
libérément écartées de par leur divergence a I'infini.
Les conditions aux limites sur la sphere de rayon a permettent d’exprimer une décomposi-
tion de la constante V; sous la forme :
+oo +1 141
—(1+
Vo=Y Y B"a"Vy"Q,0),

I=0m=-1

d’otuiil résulte, d’apres la relation 2.25 :

27 V4
B" = a”lvof d/lf df sin6 (Y;")" (4, 6).
0 0

Sachant que v4n YO0 = 1 d’apres 2.22 et 2.23, la relation précédente peut s’écrire sous la
forme d’une relation d’orthogonalité :

2n b4
B = \/47ral+1V0f cmf a6 sin Y (1, ) (v")" (A, 0);
0 0

~

5105m0

il en résulte :
VanaVy si [=m=0

0 sinon

Le potentiel cherché s’écrit donc :

VL0, 1) = ViT Vo= YO, 0) = Vo=
N — r
1

= Vin
Cet exemple simple illustre la méthode de résolution de I'’équation de Laplace basée sur la
recherche des coefficients de la décomposition en harmoniques sphériques de sa solution.
Les termes Vj et a qui entrent dans I'expression du potentiel rappellent la dépendance de la
solution vis-a-vis de la condition aux limites V = V; sur la sphere de rayon a. Le terme en
1/r permet la convergence en 0 lorsque r tend vers I'infini, c’est-a-dire sur la surface limite
d’'une sphere infiniment grande contenant tout I’espace.

Plus généralement, la dépendance en r~*1 des harmoniques sphériques de degré I du
potentiel extérieur rend leur contribution au potentiel décroissante lorsque le degré aug-
mente. Ce dernier conditionne également la valeur minimale de la longueur d’onde spatiale
que '’harmonique sphérique peut représenter.
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Au degré [ et a 'ordre m, la longueur d’onde accessible du potentiel mesuré sur une
sphere de rayon égal au rayon moyen de la Terre, soit 6371 km, est de :

40000km
o T dans la direction nord-sud le long d’'un méridien de la sphere unité;
-m

. % dans la direction est-ouest le long d'un parallele.
Il est d'usage de majorer cette valeur, par 40000km/![. C’est pourquoi les longueurs d’onde
du potentiel les plus courtes sont celles dont I'effet est le plus rapidement atténué avec I’éloi-
gnement du point d’observation dans une décomposition en harmoniques sphériques. Ce
sont ces mémes courtes longueurs d’onde qui nécessitent le plus grand nombre de coeffi-
cients B;", puisqu'une décomposition limitée au degré L contient exactement (L + 1)? coef-
ficients de ce type.

La décomposition en harmoniques sphériques du potentiel gravitationnel s'interprete fi-
nalement comme une représentation spectrale discréte d’autant plus étendue vers les hautes
fréquences (resp. les plus courtes longueurs d’onde) que le degré [ est élevé. En termes de
résolution — c’est-a-dire demi-longueur d’onde —, les expressions retenues pour un modele
en harmoniques sphériques, développé jusqu’au degré [ sont :

180

Rangldeg]l = - pour la résolution angulaire ; (2.27)
20000

Rspalkm] = — pour la résolution spatiale. (2.28)

2.2.3 Le tenseur de Marussi

Les équations de Poisson et de Laplace expriment des relations locales entre certaines dé-
rivées spatiales secondes du potentiel gravitationnel. Ces quantités s'interpretent également
comme des dérivées spatiales premieres des composantes de ’accélération gravitationnelle.
Plus précisément, si gx, gy, gz désignent les composantes de ’accélération gravitationnelle
g(xp) dans un repere cartésien en un point P, alors la relation 2.3 et qui la relie au potentiel,
se traduit par :

8a(xp) =0, V(xp) avec a=X,Y,Z.

A partir de ces composantes, il est possible de former neuf dérivées partielles secondes 06 8a
oua, p = X, Y, Z.Chaque quantité dz g, correspond a la variation spatiale dans la direction
B dela composante de g suivant a. Les neuf dérivées partielles secondes forment un tenseur
Td ordre 2 des gradients de gravité. Ce dernier peut également se définir a partir des dérivées
spatiales secondes du potentiel par :

05, V(xp) avec a,f=X,Y,Z. (2.29)

Ce tenseur, appelé tenseur de Marussi est symétrique puisque dg, V = 045 V. De plus, les
équations de Poisson et de Laplace donnent des relations sur la trace de T puisque cette
derniere s’identifie au laplacien du potentiel. Il vient donc :

—47Gp(xp) si p(xp) #0

Trace (T(xp)) = Vxx(xp) + Vyy(xp) + Vzz(xp) = { 0 sinon

La symétrie du tenseur et la relation physique qui lie ses éléments diagonaux font que seuls
cinqg des neuf éléments du tenseur de Marussi sont indépendants.
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Du point de vue dimensionnel, les gradients de gravité sont homogenes a une accéléra-
tion par unité de longueur. Leur unité dans le systéme SI est donc s~2. Lusage a consacré une
autre unité baptisée « edtvos » (E) en ’honneur du physicien hongrois E6tvis, avec la corres-
pondance 1 E = 0,1 uGal/m = 10252 et son sous-multiple 1 mE = 1073E = 1072572,

Le tenseur de Marussi constitue un troisieme outil mathématique d’étude champ de gra-
vité au méme titre que le potentiel et 'accélération gravitationnels. Si I’étude du champ de
gravité s’envisage d'un point de vue géométrique, c’est-a-dire par le biais des surfaces équi-
potentielles, 'accélération gravitationnelle constitue le champ de vecteurs qui indique la
direction des lignes de plus grande pente et le champ de tenseurs de Marussi permet de
déterminer les courbures locales. Nous reviendrons sur l'utilité du tenseur de Marussi pour
I'interprétation des sources géophysiques a partir de cartes du champ de gravité. Le regain
d’'intérét actuel pour I'étude des gradients de gravité a été suscité par le développement
d’'instruments baptisés gradiometres qui permettent de réaliser des mesures des gradients
de gravité.

2.3 Potentiel gravitationnel d’une distribution de masse ar-
bitraire

La détermination du potentiel gravitationnel d'une distribution continue de masse peut
étre réalisée a 'aide des décompositions en harmoniques sphériques. Le point de départ
consiste a réaliser une décomposition en harmoniques sphériques de la distribution de den-
sité p (xps) au point M de coordonnées sphériques (A, Oy, r3s) de la forme :

+oo +I
pxa) =) Y. pl"rm) Y (Am, Om), (2.30)
=0 m=-1

ou les coefficients p;” (ry) correspondent a la décomposition de la fonction p(A, 8, r) sur la
sphere r = rys; ces derniers s’expriment donc, d’apres 2.25, par :

2m b3
P (rm) = f d/lf dosinfp(A, 0, ry) (Y,")* (A, 0). (2.31)
0 0

2.3.1 Expression générale du potentiel

En vue d’utiliser la relation 2.30 avec la loi de Newton pour le potentiel 2.2, il convient de
disposer de la décomposition en harmoniques sphériques de la distance réciproque entre le
point de calcul P et le point courant de la distribution de masse M. Cette derniere s’exprime
par:

I

r
l]fl si ry<rp
1 +oo +1 T'p
_— Z Z (Y’") (An, On) Y™ (Ap, Op) 3 . (2.32)
||xp—xM|| —om—ei12 rl
lfl Si rp<ry
M

La combinaison des équations 2.30 et 2.32 avec la loi de Newton 2.2, permet d’exprimer le
potentiel en un point P extérieur a la distribution — c’est-a-dire vérifiant rp > ry; quel que
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soit M — par la relation :

g m 4nG +2 m
V(xp) = Z Y l+1Y (Ap,6p) avec B]" = T dryry el (rm).  (2.33)
=0m=-—1T espace

La relation 2.33 établit un lien quantitatif entre la représentation fonctionnelle de la dis-
tribution de densité p (x,/) et celle du potentiel extérieur V (xp) par I'intermédiaire des co-
efficients B}", qui apparaissent deés lors comme des moyennes pondérées des coefficients
pj" (rp) pour un degré [ et un ordre I donnés. Le terme rle}L 2 amplifie préférentiellement les
sources proches de la surface terrestre d’autant plus que le degré [ est élevé. Les sources su-
petficielles de courtes longueurs d’onde ont donc une contribution significative au potentiel

extérieur.

Connaissant les coefficients B;" a partir de mesures gravimétriques, il est théoriquement
possible d’accéder aux coefficients p;” (rp), donc a la distribution de densité, en résolvant
ce qui est communément appelé un probleme inverse.

Enfin la détermination des coefficients p;" (ry) qui revient a réaliser I'analyse spectrale
de la distribution de densité, nécessite une discrétisation du volume de la distribution en
éléments de volume situés entre des spheéres concentriques, de centre O. Ce type de discré-
tisation est bien adapté aux corps dont les limites sont des spheres ou dont le volume peut
étre correctement décrit par un ensemble d’éléments de volume sphériques.

2.3.2 Distribution de densité a symétrie sphérique

Considérons la distribution de densité a symétrie sphérique définie par :

palrar) si ry<a

pLxa) = plrm) = { 0 sinon

Cette distribution correspond a celle d'une Terre sphérique de rayon a, immobile, dont la
densité varie uniquement avec la profondeur. Le calcul des coefficients p}" (ry) donne dans
cecas:

21 T
f ch df sinfp,(ry) (Y,")*(A,0) si ry<a
0 0

0 sinon

e} (rm)

21 b4
f d}tf do sind p,(ry) VAT Yy (A, 0) (Y/*(A,0) si ru<a
0 0 ——

=1

0 sinon

VAT pa(ry) si ry<a et I=m=0
0 sinon )

D’apreés la relation 2.33, le potentiel gravitationnel extérieur de cette distribution s’exprime
par:

1 a
V(xp) = 47TGr— (f dryri 5 | Yo (Ap, 0p),
P \Jo
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soit, tous calculs faits, C
V(xp) = r_fo drydn rl%,lpa(rM). (2.34)
P

Le champ gravitationnel g (xp) correspondant a cette distribution s’obtient en calculant le
gradient du potentiel, soit :

e “ 2
g(xp) = —Gr—zfo Arvanrypa(ra). (2.35)
P

a
La quantité f drydn rjzw pa(rp) correspond a la masse totale de la distribution. Les rela-

tions 2.34 et 3.35 traduisent donc le théoréme de Newton, selon lequel le champ gravita-
tionnel produit a I'extérieur d’'une sphere dont la densité interne ne dépend que de la pro-
fondeur, est le méme que celui produit par une masse ponctuelle d’égale valeur placée au
centre de la sphere.

2.3.3 Cas d’'une surface approximativement sphérique

Le cas plus réaliste d'une distribution de den-
sité limitée par une surface proche de celle d'une
sphere, peut étre envisagé comme une perturba-
tion du cas de la distribution a symétrie sphé-
rique. Considérons, par exemple, la distribution
homogene p (x),) définie comme suit :

po si ry<rs(An, Om)

0 sinon » (2.36)

o (xp) :{

pour laquelle le rayon limite rg dépend de la po-

. . 4 . FIGURE 2.6 — Définition d'une surface ap-
sition du point courant M, et s’exprime par :

proximativement sphérique.

+oo +1
rs(Ay, Om) = a (1 +3 ) &Y (Am, Om) (2.37)
=0 m=-1
avec €] < 1 quels que soient [, m et 88 =0.

La quantité a correspond, dans ce cas, au rayon de la sphére moyenne, puisque la valeur
moyenne sur la sphere de I'harmonique sphérique de surface Y, est donnée par :

1 27 b4 . 1
<Y’">:—f d)lf dO sin0 Y"1, 0) Var (YO) (A, 0) = —— 6,96 mo, (2.38)
! 41 Jo 0 ! . (9,) - VAnx 10%mo

=1

d’ou il résulte :

1
(rs) = a+ e =a.
varn \9—1
=0
La contribution au potentiel extérieur V (xp) de la sphere moyenne s’exprime, d’apres 2.34,
par:
4nGpoa’

Va(xp) = 37
P

(2.39)
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La différence entre le potentiel extérieur et la contribution de la sphére moyenne provient
de l'effet gravitationnel de la couche de matiére comprise entre cette derniere et la surface
réelle de la distribution. L'épaisseur de cette couche varie suivant la position et s’exprime au
point M de coordonnées sphériques (A, Oy, 7yr) par la relation :

+oo +1

a). Y 'Y (Am O0m).
I=0m=-1

Cette couche de matiere est équivalente a une distribution surfacique de masse o (A, 8) sur
la sphére de rayon a donnée par :

+oo +1

g, 0) = Z Z o'Y" (Am,0M) avec o} = poac]”. (2.40)
I=0m=-1

La détermination de la décomposition en harmoniques sphériques de la distribution de den-
sité 2.40 s’effectue de fagon analogue a celle menée pour une distribution volumique, a partir
de I'expression du potentiel extérieur d'une distribution surfacique :

Ve(xp) = G oM 2.41)

espace || Xy — Xp ||

Elle conduit au potentiel Vg (xp) donné par :

+oo +1 471G
Vs (xp) = Z Y ; Y™ (Ap,0p) avec C]"= —a”za;”. (2.42)
~ =~ P+1 20+1

En ajoutant les contributions respectives de la sphére moyenne (cf Eq. 2.39) et de la distri-
bution surfacique (cf Eq. 2.42), il vient finalement I'expression du potentiel extérieur de la
distribution quasi-sphérique décrite par 2.36 :

A1 G +oo +1 a I+1
V(xp) = 3"0 +AnGa? Y Y i (—) Y™ Ap, 0p).  (2.43)
-1

L'équation 2.43 montre trés clairement que le calcul du potentiel extérieur de la Terre peut
étre réalisé a différents niveaux d’approximation, en raffinant un modele initialement sphé-
rique de la surface limite de la distribution. En outre, ce raffinement s’opéere depuis les basses
jusqu’aux hautes fréquences du potentiel, selon le degré harmonique maximum atteint par
le développement constitué du 2¢ terme de I'équation 2.43. Ce degré maximum /4« fixe la
plus courte longueur d’onde A, = 40000 km/ [« représentée par le modele, autrement
dit, sa résolution spatiale Apin /2.

2.3.3.1 Potentiel gravitationnel d’'un ellipsoide faiblement aplati

A titre d’illustration de la relation 2.43, nous nous proposons de déterminer le potentiel
gravitationnel extérieur d'un ellipsoide de révolution faiblement aplati, d’axe (0OZ2) (Fig. 2.7).

Soient A son demi-grand axe et f son aplatissement supposé faible (f <« 1). L'équation
cartésienne d'un tel ellipsoide dans le repére cartésien (OXY Z) s’écrit alors :
X% +v? .\ z?
A2 A2 (1- f)z

= 1. (2.44)
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Z

FIGURE 2.7 — Ellipsoide faiblement aplati vu comme une perturbation d'une sphére. Les parties co-
lorées en orange et en bleu correspondent respectivement a des exces et des défauts de matiere par
rapport a la sphéere dont il faut calculer la contribution gravitationnelle.

Soit rg le rayon tel que tout point de coordonnées sphériques (A, 9, rs(A, 8)) appartiennent a
cet ellipsoide. En exprimant rg en fonction de Z a I’aide des relations 2.44 et 2.19, il vient :

re= X +Y?+ 725 = A*+ (1-)*Z% = A%+ (1 - )*r§ cos? 6,
soit encore,
2
re = A
ST 1-(01-f)2cos28
En se limitant aux termes du premier ordre en f, 'équation polaire de l'ellipsoide étudié
s’écrit :

rs@) = A(1— f cos*6). (2.45)

Une identification de cette derniére équation avec la relation 2.37 permet alors de détermi-
ner les termes qui contribuent au potentiel gravitationnel 2.43. Plus précisément, il est clair
que le potentiel ne comporte aucun terme de degré strictement supérieur a 2, ni de terme de
degré 1. De plus, la symétrie de révolution rend le potentiel indépendant de I'angle A donc
le potentiel ne peut contenir de terme d’ordre différent de 0. L'identification doit donc étre
opérée a partir de la relation suivante :

rs(@) = A(1 - fcos®0) = a(l+e)Y,)).

5 51
Sachant que Y,°(A, 6) = /— P»(cosf) = {/—=(3cos*0 — 1), il résulte :
%4 4 2

f 2 Janm 01,0
1—5—5 ?fYZ :d(1+82Y2).

A
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Par conséquent, au premier ordre en f :

a = A(l—g),

2A 47 2 4
0
&) = —— - ~ —= -
2 :-mf 5 3f 5

Le potentiel gravitationnel de 'ellipsoide faiblement aplati au point P(A, 0, r) s’exprime fi-

nalement par :

4nGpga’
3r

Le potentiel ainsi déterminé, peut s’interpréter comme celui d’'une sphere homogene de
4mad Po

_ 2 (42 _ f
ve,r = (1 - gf (?) Pg(cose)) avec a=A (1 - §) (2.46)

masse M = , perturbé par un terme de degré 2 proportionnel a 'aplatissement f de

I'ellipsoide. L'accélération gravitationnelle g qui en dérive, comporte un composante radiale
gr prépondérante et une composante ortho-radiale gy dans la base sphérique (é;, éy, €,).
Plus précisément, en posant :

g0, 1) = gré, + goé,

il vient en calculant le gradient du potentiel V :

GM 6 (a2
g 0,r) = 0,V = 2 (1 — Ef (7) Pz(cose))
(2.47)
1 GM3 (a2 .
80, 1) = ;aeV = +_r2 : (;) sin26

Ainsi, sur la sphére de rayon a, la valeur maximale du rapport |gg/ g,| atteint-elle (3/5) f. Pour
un aplatissement de 1/300, la composante ortho-radiale ne vaut donc que le 500° de la com-
posante radiale, ce qui correspond a un écart angulaire de g par rapport a la direction radiale
de 0,11°. Cet exemple illustre de facon remarquable la petitesse des effets gravitationnels in-
duits par 'aplatissement de la Terre.

2.3.3.2 Cas d’une couche ellipsoidale faiblement aplatie

Le calcul précédent permet tres aisément de déterminer le potentiel et le champ gravi-
tationnels d'une couche de matiere homogeéne, ellipsoidale, faiblement aplatie (Fig. 2.8). 11
suffit pour ce de considérer la couche de matiere comprise entre les ellipsoides homothé-
tiques de méme aplatissement et de demi-grands axes respectifs Aet A(1 —a),0< a <1
et de densités respectives pg et —pg. La superposition des effets gravitationnels produits par
ces deux sources correspond a celui de la couche ellipsoidale dont I'épaisseur a I'’équateur
égale a A.

Pour obtenir le potentiel correspondant a I’ellipsoide de densité — py et de demi-grand axe
A(1 - a), il suffit de remplacer a par (1 — a) a et py par — pg dans la relation 2.46. Il vient, tous
calculs faits :

GM 2 (ay
Veouche(®, 1) = = |1 = (1= ) = = f (2] (1 - (1 - @ (1 - @°) Pa(cosO)

Si, de plus, la couche est mince alors @ < 1 et 'expression du potentiel se rameéne a :

GM 2
Veouche (@, 1) = aT (3 -2f (?) PZ(COSQ))- (2.48)
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FIGURE 2.8 — Couche ellipsoidale faiblement aplatie, de densité homogene. Leffet gravitationnel de
cette derniére peut étre obtenu en ajoutant les contributions dues a deux ellipsoides concentriques,
homothétiques, de densités p, et —py, et de demi-grands axes A et A(1 — a) respectivement.

L'expression obtenue est formellement analogue a la relation 2.46, si bien que le champ gra-
vitationnel de la couche ellipsoidale peut étre déterminé en utilisant les relations 2.47 en
remplacant la masse M par 3a M et 'aplatissement f par (5/3) f. Le facteur a joue le role
d’un facteur d’atténuation de 'amplitude du potentiel et du champ conséquence du retrait
de matiére au cceur de l'ellipsoide. Le rapport entre les composantes radiale et ortho-radiale
demeure, en revanche, de I'ordre de I'aplatissement f.






Chapitre 3

Gravimétrie et géodésie dynamique

« (...) Terre, change de forme; et que la
pesanteur en abaissant le pole, éleve
léquateur (...)»

Voltaire
Sur la philosophie de Newton
Poéme a Emilie du Chatelet, 1736.

DAN S son acception courante adoptée au XX° siecle, le terme gravimétrie
désigne une branche de la géophysique interne au méme titre que le
géomagnétisme ou la sismologie. La seule étymologie du terme gravimétrie
(du latin gravis, «lourd, qui pese dans la balance » et metrum, « mesure »,
traduit également en grec par metron) ne rend cependant pas compte des
diverses activités des gravimétriciens modernes.

Si la mesure de la gravité de la Terre, la recherche de nouvelles méthodes
de mesure et la conception d’'instruments font partie des taches classiques
du gravimétricien, elles ne doivent pas occulter toutes les recherches me-
nées par la gravimétrie sur la théorie mathématique du champ de gravité et
ses applications dans le domaine des sciences de la Terre — géodésie, géo-
physique, hydrologie, océanographie, glaciologie —, la métrologie physique
et la navigation. Ce chapitre présente une revue des applications tradition-
nelles de la gravimétrie en géodésie dynamique. A partir de raisonnements
tres simples, il se propose de montrer comment la connaissance de la gra-
vité nous renseigne sur les dimensions et la forme de la Terre. Cette revue
s’appuie sur les ouvrages remarquables de STACEY (1969), LEVALLOIS (1970),
WAHR (1996) et TURCOTTE et SCHUBERT (2014).
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3.1 LaTerre «audegré 2»

L'un des problemes les plus importants de la gravimétrie consiste en la détermination des
surfaces équipotentielles de la pesanteur considérées des lors comme des figures d’équilibre
de la Terre ou utilisées comme des surfaces de niveau de référence. Lessentiel des « ingré-
dients » nécessaires a une telle détermination peut étre mis en évidence a partir d'un modele
simple de la pesanteur développé jusqu’au degré harmonique 2, comprenant seulement les
contributions gravitationnelle et centrifuge. En réalité, le modele au degré 2 explique plus de
90 % de I'aplatissement de la Terre et de I’amplitude des variations spatiales de la pesanteur.

En notant Q la vitesse angulaire de rotation de la Terre, 'expression du potentiel V, (x)
dont dérive I'accélération centrifuge au point P(A, 8, r) s’écrit, a une constante additive pres:
L 222
Ve(x) = Er Q“sin“ 6. (3.1)
Le potentiel de pesanteur V7 (x) considéré ci-apres est défini par :

Vr(x) = V(x)+ V:(x),

ol V (x) désigne le potentiel gravitationnel.

3.1.1 Potentiel et champ de pesanteur au degré 2

Considérons une Terre en rotation dont la distribution interne de densité p(xj;) possede
une symétrie de révolution autour de 'axe (OZ) de sorte que p(xp;) = p(@n, ), et cher-
chons un développement en harmoniques sphériques au degré 2 du potentiel de pesanteur
extérieur. Il est clair que ce dernier ne peut dépendre de la longitude, ce qui élimine tous les
termes d’ordre différent de 0. D’apres la relation 2.33, une expression recevable du potentiel
gravitationnel extérieur est donnée par :

BY BY BY
V(x)= Y ,0) + — YA, 0) + — ¥ (A, 6).
r r r

Il vient, tous calculs faits, en utilisant les résultats rassemblés dans la table 3.1 :

oo}
S
Il

S \/EGf pxad’xy

espace

|4
1 —Gf p(xM)ZMdeM ou ZM
3 espace
2
372,

2
47 =T
5 =G f p(xa) 13, Pa(cosOr) d*xy = G pxm) —L—M Pxy
5 espace espace 2

o]
=
Il

rpcosfyy

oo}
S
Il

Le terme Bg est simplement proportionnel a la masse Mt = f p(xp) d°xyr de la Terre.
espace

Le terme B? est proportionnel a la coordonnée suivant 'axe (OZ) du centre de gravité de la

Terre, obtenue par f p(xnr) Zy d®x . 1l est donc nul si 'origine O est confondu avec le
espace
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Degré [ Py(cosB) Yl0 A, 0)
0 1 L
varn

/3

1 cosf — P (cosB)
47
1 5

2 = (3cos?6 — 1) \/ — P2(cos0)
2 47

TABLEAU 3.1 — Relation entre les harmoniques sphériques de surface de degrés 0, 1,et 2, d’ordre 0 et
les polyndmes de Legendre.

centre de gravité, ce que nous supposerons réalisé.

Enfin le terme Bg est lié aux moments d’inertie A, B et C de la Terre par rapport aux axes
du repere cartésien géocentrique (0X), (OY) et (OZ) respectivement. Etant donné la symé-
trie de révolution, ces derniers coincident avec les axes d’inertie principaux de la distribution
de masse. En remarquant que, si (Xps, Y, Zy) désignent les coordonnées cartésiennes du
point M, alors:

87y — Ty =272y — Xy = Yig = (Vg + Zap) + (X + Z3p) = 2(Xj + Yip),

il vient :

5 2
En appelant a le rayon de la sphére moyenne correspondant a la surface de la Terre, le terme

BY peut s'écrire :
4n
B;(g) ==\ =5 GMra®J,

ou J, est un terme sans dimension, appelé facteur de forme dynamique.

0 4n _(A+ B
B, =\/—G -CJ. 3.2)

Lhypothese sur la symétrie de révolution d’axe (OZ) de la distribution de densité im-
plique que cette derniere est invariante par rotation autour de (OZ), ce qui entraine 1'égalité
des moments d’inertie A et B. Le facteur /> est donc donné par :

C-A

= —. 3.3
Mo (3.3)

I
Le facteur J, ainsi défini, constitue une mesure relative de la différence entre le moment
d’inertie de la Terre par rapport a 'axe (OZ) et le moment d’'inertie moyen par rapport aux
deux autres axes.

L'expression du potentiel de pesanteur extérieur V7 (x) au degré 2 s’obtient en remar-

quant que le terme centrifuge V; (x) peut s’exprimer al’aide du polynome de Legendre P, (cos0).
En effet, puisque :

1 2 2
sinf =1-cos’0=1- 3 (2Py(cosf) +1) = 3 §P2(cos9),
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il résulte : ) ) .
Ve(x) = 3 r?Q? sin®0 = 3 r’Q? - 3 r?Q? P,(cos0),

et finalement :

M 1 GM
LyZr2Q? - a

3 r3
Les conséquences qui peuvent étre tirées de la relation 3.4 sur la figure de la Terre sont
nombreuses. Il faut avoir préalablement les valeurs numériques des parametres physiques
constitués par la masse de la Terre Mt — ou le produit G M7, le facteur de forme dynamique
J», la vitesse angulaire de rotation de la Terre Q et le rayon a.

G
Vr(x) =Vr@,r) =

1
a® J» P»(cos6) — 3 r? Q% P,(cos0). (3.4)

Considérons, par exemple, les valeurs des parametres physiques de la Terre utilisées dans
le systeme de référence moderne baptisé Geodetic Reference System 1980 (GRS 80) (Mo-

1
RITZ, 2000), et rassemblées dans la table 3.2. Lorsque r est voisin de a, les termes ngQZ et

GMr 2 GMr
—=a -

J> sont du premier ordre comparés a puisqu’il vient numériquement :

3a°Q* 02 1 3
G My _SGMTN%NLISX:[O ,
a a?

et M
2
TT a“J»
GMr
a

Lexpression 3.4 du potentiel comprend donc :

=J, ~1,08x1073.

- un terme prépondérant indépendant de la direction :

Mr

G 1
VL) = 3% (3.5)
— unterme perturbateuré Vo (0, r) = V0, r) — V})(r) qui dépend de la direction, puisque
donné par :

G My

6VT(9)r):_ 3
r

1
a® J, Py(cos6) — 3 2 Q2 P, (cos0). (3.6)

Ensuite, il est clair que la surface r = a, autrement dit la sphere de rayon a, est proche
d'une équipotentielle dont la valeur est G M7/a. L'écart de cette derniére avec la surface de
la sphere vient des termes perturbateurs % r2Q? et 6 V7 (0, r). La détermination de I'équi-
potentielle la plus proche peut étre menée en considérant, pour chaque point P(0, A, r) de
I'équipotentielle, la différence 6 r(0) = r — a supposée infinitésimale. Le terme perturba-
teur 6 r doit étre déterminé de sorte que, pour tout angle 0, la valeur Vr (0, a + 6 r(0)) du
potentiel de pesanteur soit indépendante de 6. Il en résulte, en négligeant les termes d’ordre
supérieur ou égal a 2, ’équation polaire du terme perturbateur 6 r :

2

or@ =—a (]2 + Z a) P,(cosB), (3.7

a

avec
_ GMy

g, = _ (3.8)

a2



40 Chapitre 3. Gravimétrie et géodésie dynamique

Valeurs numériques admises par définition

Parametre Notation Valeur Unité
C tant itati 11

onstan e\grgw ationnelle G My 3986 005 x 10° 3 52
(atmosphere incluse)
Vitesse angulaire de Q 7292115 101 rad.s™!
rotation
Facteur de forme
dynamique (Déformation _3 . .

. I 108263 x 10 sans dimension
permanente de marée
exclue)
Valeurs numériques dérivées

Parametre Notation Valeur Unité
Rayon moyen a 6371008,7714 m

TABLEAU 3.2 — Valeurs numériques des parameétres physiques de la Terre utilisées dans le systéme
de référence GRS 80 (MORITZ, 2000).

Cette expression de 6 r(0) est de valeur moyenne nulle sur la sphere de sorte que 1'équipo-
tentielle moyenne coincide avec la sphere de rayon a.

L'équation polaire de I'’équipotentielle cherchée dans un plan méridien de la sphére peut
donc s’écrire :

2
r@ =all- 5sz(cos@)) =a (1 + g) (1 - f cos?0), (3.9)
ol le parametre f s’exprime par :
f= 3] + L (3.10)
T2t '
avec:
Q%a
m= (3.11)
8a

L'équation 3.9 représente un ellipsoide de révolution faiblement aplati, d’axe (0Z), d’apla-
tissement f (cf Chap. 2, Eq. 2.45, p. 31), de demi-grand axe a (1 + f/3) et de demi-petit axe
a(l — 2 f/3). La différence entre le demi-grand axe et le demi-petit axe égale donc exacte-
menta f.

L'équipotentielle correspondant a la valeur G M/ a est donc la surface d'un ellipsoide de
révolution dont I'aplatissement f dépend du facteur J, et du rapport m entre I'accélération
centrifuge a I'équateur Q? a sur la spheére de rayon a et 'accélération gravitationnelle g, sur
sa surface.
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A partir des valeurs du systeme de référence GRS 80, il vient numériquement :

1
m = ;
289,87
1
ro= 298,61’
af = 21359m.
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FIGURE 3.1 — Carte de 'ondulation du géoide mondial (0,1° x 0,1°) par rapport a I'ellipsoide équi-
potentiel du modeéle GRS 80. Ces données indiquent que les valeurs de 'ondulation varient entre
—107,4 m et +85,4 m avec un écart quadratique moyen de 30,6 m. Les ondulations positives de plus
grande amplitude sont localisées dans au nord de I'Océan Atlantique et au sud-ouest de 'Océan Pa-
cifique. Les ondulations négatives les plus fortes en valeur absolue, se situent dans I’'Océan Indien au
sud de I'Inde. Ces ondulations ont été calculées a partir du modele global de champ nommé Earth
Gravitational Model 2008 (EGM 2008) (PAVLIS et al., 2008), al’aide du calculateur en ligne proposé par
le «centre international pour les modeles globaux de gravité de la Terre » (International Centre for Glo-
bal Earth Models (ICGEM)) (BARTHELMES et KOHLER, 2012). Ce centre est I'un des six centres scien-
tifiques dédiés a I'étude du champ de gravité proposés par le Service International pour le champs
de gravité (International Gravity Field Service (IGFS)), soutenu par I’Association Internationale de
Géodésie (International Association of Geodesy (IAG)). Les données topographiques qui ont servi a la
réalisation de 'ombrage, sont issues du modele global ETOPO1 (AMANTE et EAKINS, 2009) diffusé par
L'Agence américaine d’observation océanique et atmosphérique (National Oceanic and Atmospheric
Administration (NOAA)).

Carte produite a I'aide du logiciel The Generic Mapping Tools (GMT) (WESSEL et al., 2013).
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Sur les 21,4 km de raccourcissement entre le rayon polaire et rayon équatorial de cet ellip-
soide, 11,0 km (51,5 %) viennent de I'accélération centrifuge et 10,4 km (48,5 %), du facteur
de forme dynamique.

La valeur numérique obtenue pour I'aplatissement pour f (= 1/298,61) dans le cadre de
ce modele difféere de seulement 0,12 % de celle calculée dans le systéme de référence GRS 80
(= 1/298,26), ce qui entraine une différence de 26 m sur les 21 km de raccourcissement entre
I’équateur et les poles. Cette différence vient de ce que le modele de pesanteur utilisé dans
le systeme de référence GRS 80 est d'un ordre d’approximation supérieur a celui utilisé ici,
ce qui se traduit par la prise en compte d'un terme du second ordre en f dans|’équation 3.9.
Le modele de champ de pesanteur utilisé dans GRS 80, treés souvent employé comme réfé-
rence, est appelé champ de la pesanteur normale (HOFMANN-WELLENHOF et MORITZ, 2005).

L'écart maximum observé entre l'ellipsoide équipotentiel de la pesanteur normale et
I'équipotentielle de la pesanteur réelle (Fig. 3.1) atteint environ 100 m, c’est-a-dire 0,5 % du
raccourcissement pole/équateur. Ainsi est-il possible de considérer que 99,5 % de la figure
d’équilibre de la Terre peut étre expliquée par le modele de la pesanteur normale.

Enfin, la surface de I'équipotentielle G M7/ a correspond aussi a la surface d’équilibre des
liquides qui couvrent la Terre considérée, en constituant ainsi une figure d’équilibre appelée
géoide. La quantité 6 r mesure, pour une direction radiale donnée, I'écart entre la surface du
géoide et celle de la sphere de rayon a. D’apreés les relations 3.6, 3.7 et 3.8, il vient :

oVvr@,r) (asj + o
1) =—aga|—=
! ga |73 /2 3agq

) P, (cos0)

et
2

or@ =—-a (]2 + Z a) P,(cosB),

a

d’ou il résulte :
oVrO,r = a)

or@) = (3.12)

8a
Cette relation constitue I'équation de Bruns. Elle montre dans le cadre de ce modele simple
que la détermination du géoide peut étre réalisée a partir de la connaissance de la pertur-
bation du potentiel 6 V; et du champ gravitationnel g, sur la surface moyenne de la Terre.
Le terme 6 V7 se mesure directement par gravimétrie satellitaire et indirectement a partir de
mesures gravimétriques de surface.

3.1.2 Principe du calcul d'un modele de géoide

La connaissance du potentiel de pesanteur par la relation 3.4 permet le calcul du champ
de pesanteur g (x) = V Vr au point P(A, 0, r), qui s’exprime en coordonnées sphériques
par:

g1 (%) = gr(x) 8 + go(x) &9 + g2 (x) &y, (3.13)
avec
gr(x) = 0,Vr;
go(x) = %Gin; (3.14)
gx) = 07 Vr.

r sinf
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Le potentiel Vr ne dépend pas de la longitude, donc g (xp) n'a pas de composante suivant
€, (g1 (x) = 0). Lintensité ggs,(0) de la pesanteur sur le géoide est déterminée en calculant la
norme euclidienne du vecteur g, (x) par:

Zeco(0) = \/820, 7 = a+6r) + g20, 1 = a+o1), (3.15)
qui, une fois développée au premier ordre en é r, conduit a :
GMr 2 , (2 GMr 2GMr
8eéo(0) = P gaQ + (§ aQ” -3 = ]2) P;(cosO) — p 5rJ. (3.16)

FLAC))

Dans I'expression de ggeo(0), le terme 6 gr(0) qui varie avec la direction, ne dépend en défi-
nitive que de la perturbation du potentiel; plus précisément, avec les relations 3.6 et 3.12, il
vient :

2 2 2
Sgr= (—aQZ - 3ga12) Py(cos®) -—g, Or, =~ =- (MVT + —6VT) - 8.17)
3 ~—~—~ a r=a
‘ 7 5VT(9,T:a)/ga

—-0,0Vr(0,r=a)

Larelation 3.17, appelée équation fondamentale de la gravimétrie, permet de relier la pertur-
bation de potentiel 6 V a la perturbation de pesanteur 6 gr par une équation aux dérivées
partielles linéaire du premier ordre. Elle permet d’envisager le calcul du terme 61 a partir de
valeurs de la pesanteur sur le géoide, selon le schéma de calcul suivant :

partie angulaire équation fondamentale équationde Bruns

8géo (0) 6gr ) oVvr(O,r=a) or ().

En réalité, I'acces aux valeurs de la pesanteur sur le géoide s’effectue indirectement a partir
de mesures gravimétriques réalisées sur la surface topographique réelle de la Terre. Il faut
donc opérer un prolongement des mesures depuis la surface de la Terre jusqu’au géoide.
Cette opération nécessite le choix d'un modele des variations de la pesanteur depuis le géoide
jusqu’au point de mesure, et une mesure effective de la distance qui sépare le géoide de
I’équipotentielle passant par le point de mesure. Cette derniere provient du nivellement de
la surface topographique qui permet de déterminer |’ altitude orthométrique du point de me-
sure.

Si H(0, r) désigne I'altitude du point de mesure et gopo (0, ), la mesure de I'intensité de
la pesanteur en ce point et sachant que H < q, il est légitime de poser :

8géo(0) = Gtopo (0, 1) — H(O, 1) 01 &topo (6, 1), (3.18)

o1 0; gropo (0, 1) est la composante du gradient de giopo suivant la direction radiale.

Etant donné que les variations radiales de Stopo restent proches de celles observables sur la
sphére moyenne, il vient :
2GMr 2GMry 2

argtopo(g» r) = - 3 =~ P ~ _Z gtopo(g; r).

Une relation approximative de prolongement des valeurs de la pesanteur en surface s’écrit
alors :

H(, r)) (3.19)

ggéo(e) = gtopo(e, r) (]_ —+ 2

Cette relation utilise explicitement les valeurs de I'altitude H et illustre I'importance des me-
sures de nivellement associées a celles de la pesanteur.
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3.1.3 Aplatissement dynamique

Examinons a présent les variations dans I'espace de l'intensité de la pesanteur sur le
géoide ggeo. D'apres les équations 3.16 et 3.7, il vient :
©) a2+ 2 (2“92 31)P( 0)
g =gs——a = —_— = cos0).
8géo 8a 3 3 8a 2 > 2| 2
L'aplatissement dynamique f; de la Terre dansle cadre de ce modele (cf Eq.1.7) se détermine
a partir de la relation :

- 500 = 0) — Zos0(0 = /2
fg _ 8p — 8e _ 8géol ) — &géol /1 ), (3.20)
8e 8e60(0 = /2)

avec:

2
8p ggeo(e =0) = 8a+t g aQ? — 8al2,

4 1
8e = ggeo(9=ﬂ/2) = ga—§6192+§ga]2-

Il en résulte au premier ordre :

ag” S —om_2y (3.21)
272~ 277 '

fg:2

a

Puisque J» = %(2 f — m) (cf Eq. 3.10), 'expression de f¢ au premier ordre, en fonction de
I'aplatissement géométrique f, devient :

fe=—-f+ gm (3.22)

Cette relation est due a Clairaut. Elle stipule que la forme de la Terre est liée aux variations de
son champ de gravité au sens ou tout accroissement (resp. diminution) de I’aplatissement de
la Terre entraine une diminution (resp. un accroissement) de son aplatissement dynamique.

En exprimant la pesanteur sur le géoide en fonction de cos#, il vient une relation formel-
lement analogue a celle donnant r(0) (cfEq. 3.9) qui s’écrit :

4 1
8eo(0) = 8a — 3 aQ? + Egafz + &afg cos’0,

soit, finalement :

8afg

8e

8aeo(0) = ge |1 + cos?0|. (3.23)

Cette relation indique que la variation de la pesanteur entre I’équateur et les poles est posi-
tive (g, — ge > 0), égalea g, fs.
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A partir des valeurs du systéme de référence GRS 80, il vient numériquement :

ga = 9,8202m.s7?;

gy = 9,8322ms?;

ge = 9,7804m.s72;
1

fe = 189,55’

8afg = 0,0518m.s™%

La différence des valeurs de la pesanteur entre les poles et I'équateur est donc égale a 5,18 x
1072 ms~2, c’est-a-dire 5,18 Gal. La relation 3.21 indique que la seule prise en compte du
terme centrifuge (m) conduirait a une variation de la pesanteur plus forte égale a 6,77 Gal.
Le terme en J, permet de réduire cette valeur de 1,59 Gal, soit 24 %. Ainsi, la variation entre
le pole et I'équateur de la pesanteur sur une Terre ellipsoidale, est-elle diminuée d’environ
un quart comparée a celle observée sur une Terre sphérique.

En fait, la plus forte variation de la pesanteur observable a la surface de la Terre est jus-
tement celle mesurable entre les poles et 'équateur. La carte représentée sur la figure 3.2
indique les écarts de la pesanteur réelle par rapport a son modéle de degré 2. Globalement,
les variations créte-a-créte de ces écarts n’excedent pas 400 mGal, c’est-a-dire environ 8 %
de la variation de pesanteur pole/équateur. Le modele au degré 2 explique donc 92 % des
variations spatiales de la pesanteur a la surface de la Terre. Cette constatation montre que la
gravimétrie consiste essentiellement a mesurer et interpréter des « petites variations » voire
des perturbations de la pesanteur.
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FIGURE 3.2 — Carte de 'anomalie a I'air libre publiée dans le cadre du projet World Gravity Map 2012
(WGM2012) (BONVALOT et al., 2012) par le Bureau Gravimétrique International (BGI) d’apres les tra-
vaux de BALMINO et al. (2012). Nous verrons a la section 4.1 du chapitre 4, que 'anomalie a I'air libre
peut s’'interpréter comme une différence de la pesanteur réelle avec celle donnée par un modele au
degré 2. La corrélation de ’anomalie a Iair libre avec la topographie apparait clairement. Lamplitude
créte-a-créte des variations de cette anomalie ne dépasse pas 400 mGal sur la Terre entieére.

Carte produite a l'aide du logiciel GMT.
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3.1.4 Lellipsoide, meilleure seconde approximation dela figure de la Terre

Le modele de degré 2 le plus largement répandu pour décrire le champ de pesanteur
terrestre est celui de la pesanteur normale. La table 3.3 indique trés clairement que le raf-
finement obtenu dans ce modeéle par la prise en compte de termes d’ordre supérieur a 1,
n'excéde pas 1 %.

Parametre Expression Valeur Valeur dans Ecart
P GRS 80 relatif
i 3 1
Aplatissement f=2htm 1/298,61 1/289,26 0,12 %
geometrique 2 2
i 3
Aplatlsfement fg =—=/h+2m 1/189,55 1/188,59 0,51 %
dynamique 2

TABLEAU 3.3 — Comparaison des valeurs des aplatissements obtenues avec la théorie au premier
ordre en f et fy développée ici et la théorie de la pesanteur normale utilisée dans le systéme de ré-
férence GRS 80. Les écarts relatifs donnent respectivement 26 m sur 21 km d’aplatissement géomé-
trique et 26 mGal sur les 5 Gal de variations pole/équateur.

A titre d’illustration, nous donnons, ci-apres, les caractéristiques de I'ellipsoide équipoten-
tiel dans le systeme de référence GRS 80 (cf Tab. 3.4), adopté lors de la XVII® assemblée de
I'Union Internationale de Géodésie et Géophysique (International Union of Geodesy and
Geophysics (IUGG) General Assembly; Canberra, Australia, December 1979). Ces dernieres
ont été publiées dans MORITZ (2000). Nous donnons également la formule de la pesanteur
normale (cf Tab. 3.5 et Eq. 3.24), associée a ce systéme de référence. Nous considérerons do-
rénavant ce modele comme celui donnant la meilleure seconde approximation de la figure
de la Terre et des variations spatiales de sa pesanteur.

Parametre Notation Valeur Unité Nature
Demi-grand axe a 6378137 m (\ilellenuiiiifl
Demi-petit axe b 6356752,3141 m

Aplatissement f 0,00335281068118 | sansdim. | Valeurs dérivées
Potentiel Uy 6263 686,0850 x 10 m?s~2

TABLEAU 3.4 — Valeurs numériques des parametres de I'ellipsoide équipotentiel du systeme de ré-
férence GRS 80 (MORITZ, 2000). Le demi-grand axe de I'ellipsoide a constitue, avec les parametres
GMr, ], et Q, les seuls parametres de la pesanteur normale dont les valeurs sont posées par défini-
tion. Toutes les autres grandeurs en découlent.
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Parametre Notation Valeur Unité
Pesanteur al’équateur Ye 9,780326 7715 ms™?
Pesanteur aux poles Yp 9,832 186 3685 ms~?
Aplatissement dynamique fe 0,005302440112 sans dim.
Facteur « m» m 0,003 449 786 003 08 sans dim.

TABLEAU 3.5 — Valeurs numériques des parameétres de la pesanteur normale dans le systeme de ré-
férence GRS 80 (MORITZ, 2000).

Pesanteur normale ala colatitude 0

Larelation 3.24 a été calculée a partir du développement en série selon les puissances crois-
santes de cos@, de la formule de Pizzetti (PICK et al., 1973). Le développement réalisé jusqu’a
la puissance 10 permet de garantir que le premier terme négligé est de 'ordre de 103 ym.s ™2
soit 10™* mGal.

Yo = 7y.( 1 + 0,00535043727cos®> 0
— 0,00004845590 cos* 6
+ 0,00000046330 cos® 6 (3.24)
— 0,000 000004 59 cos® 6
+ 0,00000000003 cos'?6 ).

& (")

FIGURE 3.3 — Graphe représentant les variations de la pesanteur normale le long d’'un méridien de-
puis le pole nord jusqu’au pole sud.

Une approximation plus fine de la pesanteur réelle est obtenue en tenant compte de
|'effet gravitationnel de I’atmosphere a I'altitude du point considéré. Le principe du calcul
revient a prendre en compte la masse atmosphérique dans la détermination du géoide. MO-
RITZ (2000) propose d’ajouter a la pesanteur mesurée une correction atmosphérique qui dé-
croit avec I’altitude, égale a 0,87 mGal au niveau du sol et nulle au-dessus de 34 km d’altitude.
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3.2 Modeles plus réalistes de la figure de la Terre

Avant de s’intéresser a des modeles plus raffinés de la figure de la Terre, il convient de
s’interroger sur les causes physiques qui font de I'ellipsoide de révolution aplati aux poles et
apres la sphere, la surface de meilleure approximation de la figure de la Terre. L'explication de
ce phénomene a été rendue possible grace a une équation établie au XVIII® siecle : I'équation
de Clairaut.

3.2.1 Interprétation physique du potentiel au degré 2

Les hypotheses del’équation de Clairaut sont tres simples : la Terre est considérée comme
une sphere fluide susceptible de se déformer dont la distribution de densité est a symétrie
sphérique p (x) = p(r), r < a. Elle est supposée mise en rotation autour de 'axe é, a la
vitesse angulaire Q. En outre, 'accélération centrifuge est supposée tres inférieure a I'accé-
lération résultant de I'attraction gravitationnelle.

La question posée est celle de I’évolution de la distribution de densité apres la mise en
rotation, une fois I'équilibre hydrostatique établi. Etant donné la petitesse de I'accélération
centrifuge, il est clair que les surfaces d’égale densité sont approximativement des spheres.
La recherche des nouvelles figures d’équilibre peut donc étre réalisée a partir d'une pertur-
bation infinitésimale de la surface d’'une sphere. Plus précisément, si ry désigne le rayon
d'une sphere d’égale densité avant la mise en rotation, alors le rayon vecteur r qui amene
sur le point de la surface d’équilibre de la Terre en rotation, a une norme r = |r| donnée par
la décomposition en harmoniques sphériques suivante :

+00

2
r=ro(l- 3 Y ei(rg) Py(cosh) |, ol e(rp) < 1. (3.25)
1=0

Labsence de termes d’ordre différent de zéro implique que la nouvelle distribution de den-
sité présente une symétrie de révolution autour de I'axe dirigé par é,. La détermination de
r dans toutes les directions d'un plan méridien — c’est-a-dire pour tout 0 €]0, [ — revient a
trouver les coefficients £(rg) pour tout rayon ry et tout degré /. La condition d’équilibre hy-
drostatique implique que les surfaces d’égale densité coincident en tout point avec les sur-
faces équipotentielles de pesanteur. Le probleme se raméne donc a la recherche de I'équa-
tion polaire des équipotentielles « Vr(r(0)) = cste » a partir de I'équation 3.25.

Larésolution du probleme montre que les coefficients €;(r() satisfont des équations intégro-
différentielles impliquant la distribution de densité p(r). En se limitant au degré harmo-
nique 2 et compte tenu de la symétrie de révolution, I'équation de r déduite de la rela-
tion 3.25 s’écrit :

2
r=rgll- ggg(ro)Pg(COSH) . (3.26)
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Dans ce cas, le coefficient €, (r() vérifie 'équation différentielle de Clairaut :

8
——nG
5

1 [ ,4( , ,d£2)
— 5 +r'——|dr’
rgfo p(r)r [5ex(r) +r 7 r

a d
+r§fr p(r’)%dr’ (3.27)
0

ro
-5 82(r0)f p(r’) r/zdr’] =02 rg.
To 0

Une forme plus simple est obtenue apres avoir multiplié chaque membre de I'équation pré-
cédente par rg’ et dérivé par rapport a ry, puis multiplié a nouveau chaque membre del'équa-
tion obtenue par r; 4 et dérivé une seconde fois par rapport) rq :

d’e;  6p(ro) dey  6¢2(ro)
p(ro) + +

2 2
d S ro dry s

(o(ro) = p(r)) = 0, (3.28)

— 3 [ NS
avec p(rg) = ﬁf p(r)Yr=dr.
0 O

Cette derniere équation est utilisée pour déterminer la forme générale de la solution €2 (rp)
de I'équation de Clairaut étant donné une distribution de densité. La solution est ensuite
définitivement fixée par les conditions aux limites en utilisant notamment I’équation 3.27.

En supposant une distribution uniforme de densité p(r) = po, r < a, la résolution de
I’équation de Clairaut conduit a :

(o) 15 Q?
&(rg) = — .
2o 16 TpoG

(3.29)

Ce résultat indique, en particulier, que I'équipotentielle de surface obtenue avec €, (ry = a)
est la surface d'un ellipsoide de révolution aplati aux poles — puisque €, (ry = a) > 0—, d’apla-
tissement fi; donné par:

53 Q? Mr
=¢gy(rg=a) = ———— avec = —— dou
fu=eélro=a 137 0o G Po P
f _50%a° _5, (3.30)
H74oMr 4 '

La forme de I'’équipotentielle de surface n’est pas remise en cause dans le cas d'une distri-
bution de densité a symétrie de révolution; les surfaces équipotentielles sont alors des ellip-
soides de révolution concentriques dont les aplatissements vont en croissant du centre de la
Terre vers la surface.

La théorie de Clairaut explique de fagcon remarquable la forme ellipsoidale aplatie aux
poles de la figure d’équilibre de la Terre. En revanche, les valeurs de I'aplatissement fi; de
I'équipotentielle de surface dépendent trés fortement du modele choisi pour décrire la dis-
tribution de densité. Etant donné les modeles actuels de distribution de densité issus de la
sismologie, la valeur admise comme meilleure estimation de I'aplatissement selon I'équa-
tion de Clairaut est de 1/299,7, c’est-a-dire inférieure de 0,5 % comparée a celle obtenue
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par les mesures satellitaires — égale a 1/298,26 —. Le désaccord est également confirmé par
la mesure de la période du mouvement de précession de la Terre — = 26000 ans — qui per-
met une estimation de la variation relative f; des moments d’inertie principaux de la Terre,
également appelée ellipticité dynamique. En effet, cette derniére s’exprime par :
C-A
= —. (3.31

fa C )
Lavaleur observée de f; est 1/304,437. Dans le cadre de la théorie hydrostatique de Clairaut,
la relation liant f,; et fi s’écrit :

1

fu- >
fa = . (3.32)

125m1
5\ 2 fu

Cette relation étant indépendante de la densité, il est possible d’ajuster les modeéles de dis-
tribution de densité de sorte que I'estimation de I'aplatissement fi; coincide avec la valeur
observée. La détermination de f; par I'’équation 3.32 fournit alors une valeur inférieure a 0,5
% de la valeur observée. La méme démarche menée en fixant réciproquement f; a sa valeur
observée, donnerait une valeur de I'aplatissement fi; qui s’écarterait de 0,7 % par défaut de
la valeur observée.

Les différences entre les valeurs observées de 'ellipticité dynamique f; et de I'aplatisse-
ment f avec celles prédites par la théorie hydrostatique de Clairaut, indiquent que le com-
portement rhéologique de la Terre s’écarte de celui d'un fluide en rotation et maintenu en
équilibre hydrostatique. La Terre est « plus aplatie » que ne le prévoit la théorie de Clairaut. De
plus, cet effet est décelable des le degré 2 des développements en harmoniques sphériques
des grandeurs physiques étudiées — potentiel de pesanteur et rayon vecteur r des équipo-
tentielles —. Il est vraisemblable qu'’il existe au sein de I’écorce terrestre des contraintes non
hydrostatiques qui pourraient prendre place dans des zones statiques a forte viscosité ou
provenir de processus dynamiques de convection. Les partisans de la premiere hypothése
pensent que 'aplatissement de la Terre aurait été plus fort dans le passé et tendrait a dimi-
nuer suite au ralentissement de la rotation terrestre. Cette diminution s’effectuerait avec un
retard da a la viscosité du manteau, expliquant ainsi I’exces d’aplatissement encore observé
actuellement.

Lexistence de mouvements de convection de matiere dans le manteau, associées a des
variations latérales de la température entrainant celles de la densité, est une hypothese sé-
duisante. Ce sont ainsi des cellules de convection qui pourraient entrainer les plaques li-
thosphériques dans leur mouvement, apparaissant comme le moteur de la tectonique des
plaques. Ce phénomene suscite un grand nombre de questions relatives a la géophysique
interne telle, par exemple, I'estimation de la taille des cellules de convection, qui doit étre
reliée aux longueurs d’onde des ondulations des équipotentielles. Sur ce point précis, I'en-
jeu de la connaissance de la figure de la Terre jusqu’au degré 2 et au-dela est absolument
crucial.
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3.2.2 Legéoide sur la Terre réelle

L'étude de la pesanteur de la Terre réelle est rendue plus complexe de par la variabilité —
notamment latérale — de la densité des matériaux terrestres et les irrégularités de la surface
topographique. Ainsi les équipotentielles de pesanteur présentent-elles des ondulations gé-
néralement non paralléles entre elles, ce qui complique les mesures de différence de niveau
pratiquées par le nivellement. Considérons, par exemple, la situation décrite par la figure 3.4.
Les points A et B étant situés sur la méme équipotentielle, toute mesure de nivellement ne
donnera aucune différence de niveau entre A et B. La dénivelée entre les points A et B est
dite nulle. Les distances qui séparent respectivement les points A et B de la surface de ni-
veau de référence — autrement dit leurs altitudes — doivent étre les mémes. Or, il est clair que
I’équipotentielle coincidant avec le niveau moyen des océans ne peut ici constituer cette
référence, puisque les distances a parcourir depuis cette derniere pour rejoindre respective-
ment les points A et B, peuvent étre différentes.

Supposons a présent deux points A et B situés de part et d’autre d'une montagne (Fig. 3.5)
comportant un exces de masse local — dii par exemple a un changement de lithologie —. Sup-
posons en outre que A et B soient au méme niveau. Ils appartiennent donc a une méme
équipotentielle de pesanteur et, par conséquent, toute mesure de nivellement qui contour-
nerait la montagne suffisamment loin pour ne pas subir d’influence gravitationnelle, n’en-
registrerait aucune différence de niveau. Si a I'inverse le parcours de nivellement franchit la
montagne, ’équipotentielle passant par A s’incline et s’éleve de par I'exces local de masse
et les équipotentielles voisines font de méme. La dénivelée mesurée en montant le long du
flanc gauche de la montagne sera plus courte que celle mesurée lors de la descente par le
flanc droit, donnant ainsi le point B en dessous du point A. Cet exemple illustre la dépen-
dance des mesures de différences de niveau avec le trajet suivi pour réaliser effectivement
les mesures de dénivelées.

Surface topographique

Eggipote!l\'."?‘_\? donnant le nivea, NOrizontay
_Eauees = lZonta Y
rate e . If}
en G& l'océan e
Nw’o:%‘j_'.“-@ ————————————————— ||
________ |
s -

- }‘
- J
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FIGURE 3.4 - Les points A et B ne présentent aucune différence de niveau, c’est-a-dire que la déni-
velée qui les sépare est nulle. Pour autant, ils ne se situent pas a la méme distance de la surface de
référence, ici le niveau moyen de I'océan.
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FIGURE 3.5 — Les points A et B ne présentent aucune différence de niveau, c’est-a-dire que la déni-
velée qui les sépare est nulle. L'exces local de masse entraine un resserrement des équipotentielles de
sorte que la somme de dénivelées mesurées sur le flan gauche de la montagne est inférieure a celle
obtenue sur le flan droit, ce qui situerait le point B au-dessous du point A. C’est une conséquence du
non-parallélisme des surfaces équipotentielles di aux contrastes latéraux de densité.

Les deux situations schématiques examinées ici suggerent que les équipotentielles de la
pesanteur de la Terre réelle ne peuvent rigoureusement jouer le role de surface de réfé-
rence pour les mesures de nivellement. Si le géoide est défini comme une équipotentielle
de pesanteur alors sa surface coincide effectivement avec la surface moyenne des océans,
qui peut étre considérée comme une surface horizontale de référence. En revanche, sur les
continents, deux points au méme niveau peuvent ne pas étre situés a la méme distance du
géoide. De plus, cette distance varie en fonction du trajet suivi pour la mesurer. Si la surface
du géoide demeure une horizontale stricto sensu, elle ne peut plus constituer une référence
d’altitude puisque son utilisation conduirait a plusieurs déterminations différentes pour1’al-
titude du méme point.

De ce point de vue, le géoide ne peut étre seulement considéré comme une surface de
référence approchée des altitudes. Le non parallélisme des équipotentielles de la pesanteur
s’estompe lorsque le point de mesure s’éloigne au-dessus de toute masse. Pour tirer parti de
cette propriété avec des points situés sur la Terre, le potentiel utilisé pour définir les équi-
potentielles, notamment le géoide, correspond au potentiel extérieur de la Terre calculé au
point de mesure. Dés lors, 'inconvénient du non parallélisme des équipotentielles est limité
au prix de la substitution du potentiel réel par un modele d’approximation.
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3.2.3 Formulation mathématique de la détermination du géoide

En définitive, I'’étude du potentiel complet de la Terre se rameéne a celle des écarts de ce
dernier par rapport a un modele de potentiel développé jusqu’au degré 2. C’est en général
le modele de la pesanteur normale qui constitue la référence, donnant ainsi un ellipsoide de
révolution comme équipotentielle de référence et I'intensité du champ normal comme pe-
santeur de référence.

L'idée essentielle consiste ici a utiliser le potentiel extérieur a la distribution de masse
constituant la Terre, qui est par conséquent harmonique en tout point extérieur. La modé-
lisation du potentiel externe a ’aide d'un développement en harmoniques sphériques s’ef-
fectue aisément en séparant les contributions de degrés harmoniques respectivement supé-
rieurs et inférieurs a deux; ainsi, le potentiel V7 (xp) s’exprime-t-il au point P (A, 8, r) par :

GM 1 1 GM
Vr(xp) = L rZ) — (—QZ r’ + —3Ta2]2 P, (cosf)
r 3 3 r
(3.33)

G M +1 ar!

-1y Y vt (5) vraue,
' 1=2m=-1 r
(I,m)#(2,0)

ou V" sont les amplitudes des harmoniques sphériques de degré strictement supérieur a 2
qu’il faut déterminer.

Le développement 3.33 ne comporte pas de termes de degré un, ce qui suppose que I'origine
du repere cartésien O soit confondue avec le centre de gravité de la Terre.

En outre, le développement comprend deux contributions respectivement indépendante et
dépendante de |'orientation, qui peut étre séparées comme suit :

Vr(xp) = VR(r) +6Vr(4,0, 1), (3.34)
avec GM )
Vo = —L + 592 r2, (3.35)
et
1 GM G My +1 1
§VrA, 0,1 = - 202 + 2L @ | Patcost) - ==L 3 Y V" () A0,
3 r3 L T —— r
(I,m)#(2,0)
(3.36)

La recherche d’'une équipotentielle de la pesanteur, telle le géoide, peut alors étre réalisée
par une méthode de perturbation identique a celle utilisée dans la section 3.1. La perturba-
tion 0 r recherchée affecte la sphere de rayon a en tout point, de sorte que le potentiel soit
constant sur la surface perturbée, ce qui se traduit par :

Vr(A,0,r =a+dr(A, 0)) = cste, (3.37)

en tout point (A, 0, r) de la surface équipotentielle, avec 6 r << a et (0 r) = 0 sur la sphere.

La condition 3.37 met en jeu précisément le potentiel extérieur calculé au voisinage de la
sphere de rayon a; sans nul doute, ce dernier ne coincide pas avec le potentiel de la distri-
bution des masses terrestres sur cette zone. C’est donc véritablement un prolongement vers
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le bas du potentiel extérieur qui modélise le potentiel de la Terre dans cette approche.

A partir d'un développement limité au premier ordre de la relation 3.37, il est possible
d’exprimer ¢ r de facon tout a fait identique a celle utilisée dans la section 3.1. Il en résulte
"équation de Bruns généralisée, analogue a 3.12, qui s’écrit :

oVr(A, 6, r =a)

or(A,0) = ) (3.38)
8a

avec g, = G Mr7/a. Nous avons vu précédemment (cf §3.1.2) comment déterminer le terme
0 Vr a partir de mesures gravimétriques de surface. La différence essentielle vient de ce que
le développement en harmoniques sphériques de 'ondulation 6 r n’est plus supposé limité
au degré 2. La démarche employée pour établir la relation entre la pesanteur mesurée en
surface et 'ondulation de I'équipotentielle demeure identique, comme nous allons le voir.

Au méme ordre d’approximation, I’expression de l'intensité de la pesanteur g est don-
née par :
grit, 0,1 = | Vvrixe) | = -0, V1,0, 1,

soit, tous calculs faits, compte tenu de 3.34, 3.35 et 3.36 :

GMr 2
grd, 0,1 = — - S =0,@Vr). (3.39)

Les mesures de l'intensité de la pesanteur sont réalisées sur la surface terrestre de sorte qu’il
est possible de décomposer le rayon vecteur r au point de mesure (A, 0, r) selon la relation :

r=a+06r(A,0)+ HA,0), (3.40)

ou H(A, 0) correspond a I'altitude du point de mesure, vérifiant H(A, 0) < a.

Lintensité de la pesanteur giopo observable sur la surface topographique s’écrit alors :
Stopo (A, 0, 1) = gr(A,0,r = a+br+ H).
Une fois développée au premier ordre en 6 r et H, la relation précédente devient :
8topo (A, 0, 1) = gr(A, 0,1 = a) + 0,87|,_, 61 + H),

puis, a partir de la relation 3.39, il vient :

GM 2
gT()"!eyr:a): aZT_ggza_ar((SVT”r:a)
~—
8a
ot 2GMr 2
T 2 2
argT|r—a == ag _§Q - arr (6VT)|T:6!'
———
_%ga

Muni des deux relations précédentes et de I’équation de Bruns généralisée 3.38, il est pos-
sible d’exprimer giopo au premier ordre en fonction de 6 Vr par:

2 2 2
gtOpO(/l’ 0,1) = 8ga— ggza— ar(6VT)|r=u - E O Vrlr=a — EgaH.
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Cette derniére relation s’'interpréte aisément en remarquant que le terme %ga H est juste-
ment celui qu'il faut ajouter a la valeur de pesanteur en surface giopo pour obtenir la valeur
sur le géoide, autrement dit, la somme giopo (4, 0, 1) + %gu H correspond a l'intensité de la
pesanteur mesurée sur le géoide.

Nous avons d’ores et déja étudié le champ de pesanteur sur le géoide jusqu’au degré 2,
qui est parfaitement décrit par le modele de la pesanteur normale pour laquelle la surface du
géoide est celle d'un ellipsoide de révolution. Soit y((0) 'intensité de la pesanteur normale
mesuré sur I'ellipsoide équipotentiel a la colatitude 6. Il est clair que cette quantité coincide
avec la somme des termes de gr jusqu’au degré harmonique 2 a I'ordre 0. Soient V%’O le
terme de 6 Vr de degré harmonique 2 et d'ordre 0 et AVy =6 Vr — 6 V%’O le terme résiduel
appelé anomalie de potentiel. En séparant les termes ainsi définis dans I’expression de la
pesanteur, il vient :

2 2 2,0 2 o120
gopo(1,0,71) = ga—3Qa-0,(6V}°)| _ ->ovp?|

(. ~

Yo)
2 2
-0, (AVD)|,_, - — AVrlg = —8aH.

Dans cette relation, la contribution a la pesanteur sur le géoide autre que celle de la pesan-
teur normale, est appelée anomalie de pesanteur A g; elle s’exprime par :

2
A g = 8topo — Yo + —8a H. (3.41)

D’un point de vue pratique, une anomalie de gravité est déterminée a partir de mesures gra-
vimétriques et de nivellement donnant respectivement giopo et H.

En outre, 'anomalie de pesanteur A g obéit a une relation constituant une nouvelle équa-
tion fondamentale de la gravimétrie qui s’écrit :

2
Ag==-0,(AVr) = =AVr| . (3.42)

r=a

Cette relation montre que les anomalies de pesanteur de potentiel, sont liées par une équa-
tion aux dérivées partielles linéaire et du premier ordre. La résolution de cette équation
conduit a la détermination de I’anomalie de potentiel, qui complete notre connaissance du
géoide pour les degrés harmoniques non représentés dans la pesanteur normale, naturel-
lement limitée au degré 2, ordre 0. En reprenant I'équation de Bruns généralisée 3.38, il est
possible de séparer les contributions a I’ondulation du géoide comme suit :

2,0
6VT r=a + AVTIr:a

8a 8a

or=

Le premier terme de cette somme correspond a 'ellipsoide de révolution équipotentiel de
la pesanteur normale et le second mesure I'écart de la surface N du géoide réel par rapport
a l'ellipsoide ou anomalie du géoide. La relation de Bruns pour 'anomalie du géoide s’écrit
donc:

AVrliza

8a

N = (3.43)
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Le schéma de calcul du géoide a partir de mesures gravimétriques (cf ci-apres), est tout a fait
analogue a celui présenté dans la section 3.1 :

2
—Yo+<8aH
add Ag

équation fondamentale équationde Bruns

8topo (0) AVrlr—g

La différence vient de ce que 'anomalie du géoide correspond a un écart du géoide réel par
rapport a un ellipsoide de révolution équipotentiel, considéré comme une surface d’approxi-
mation du géoide au deuxieme ordre.

La nécessité de disposer conjointement de mesures gravimétriques et de nivellement
sur la surface topographique pour déterminer des modeles de géoide, découle de I'équation
fondamentale de la gravimétrie 3.42. Cette derniére permet d’envisager théoriquement le
calcul ponctuel des anomalies du géoide a partir des anomalies de pesanteur. Ce n’est pas
cependant la formulation retenue usuellement pour les calculs pratiques des modeles de
géoide, qui s’appuient, comme nous allons le voir, sur une forme intégrale de I'équation 3.42.

3.3 Vers les méthodes modernes de calcul du géoide

Parmi les propriétés des anomalies de pesanteur déduites de I’équation 3.42, figure sa
dépendance exclusive avec la longitude A et la colatitude 6. En fait, 'anomalie de pesanteur
étant supposée mesurée sur le géoide, elle ne dépend que de la direction du rayon-vecteur
du point d’observation. Lanomalie de pesanteur peut donc étre représentée par sa décom-
position en harmoniques sphériques sur la sphere unité :

+oo  +1

AgA,0) =) Z g, Y"1, 0), (3.44)

=2 m=

avec gg = 0 puisque la contribution du terme de degré 2 et d’ordre 0 vient de la pesanteur
normale.

La décomposition en harmoniques sphériques de I’anomalie de potentiel A V7 se déduit de
la relation 3.36 et s’écrit :

+oo  +1

l
AVE(A,0,1) = ——Z Z v (?) Y/"(1,0) avec VP =0. (3.45)

En utilisant la décomposition 3.45 et ’équation fondamentale de la gravimétrie 3.42, il vient
une nouvelle expression de I'anomalie de pesanteur en fonction des coefficients V" qui
s’écrit, tous calculs faits :

+oo +1

Ag(A,0) =

)

d’ou, par identification avec I'équation 3.44, I'expression des coefficients g;"
g'=8.V,"1 -1 pour [=2. (3.46)

Larelation de Bruns 3.43 et la décomposition de 'anomalie du potentiel 3.45, permettent
d’exprimer la décomposition en harmoniques sphériques de 'anomalie de géoide par :

1 +oo  +1 +oo +1
N()I,H):—(——)Z Z Vl Y",0) =) > (—aV"MY/™A,0).

a 1=2m= [=2m=-1
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Une nouvelle identification permet de déterminer les coefficients N;" de la décomposition
en harmoniques sphériques de N, qui s’expriment simplement par :

N/ =-aV/" pour [=2. (3.47)

Les coefficients de 'anomalie du géoide sont donc simplement proportionnels aux co-
efficients de I'anomalie du potentiel. Les conséquences des relations 3.46 et 3.47 sont ca-
pitales pour comprendre certains enjeux de la gravimétrie moderne, en particulier la gravi-
métrie spatiale. Rappelons tout d’abord que les coefficients V" peuvent étre complétement
mesurés depuis I'espace en étudiant les perturbations de I'orbite des satellites artificiels. La
détermination du géoide a partir des seules mesures spatiales est donc tout a fait possible
en admettant une limite vers les hautes fréquences (resp. courtes longueurs d’onde). En ef-
fet, les composantes spectrales de 'anomalie de potentiel de degré | mesurées au point P
de rayon-vecteur rp sont atténuées au point P’ situé au-dessus de P (rp: > rp) par le facteur

I+1 .
(rr—;’,) (cf Eq. 3.45). Ce facteur d’atténuation est d’autant plus faible que le degré est élevé,
c’est-a-dire que la longueur d’onde de la contribution est courte. C’est I'altitude du satellite
qui fixe donc une limite supérieure en fréquence du spectre de I'anomalie de potentiel ac-

cessible a la mesure.

Par ailleurs, I'expression qui relie les coefficients N]" aux coefficients g;" s’écrit :

m
"= L1 (3.48)
(I-1)ga

Le facteur multiplicatif qui permet de passer des coefficients g;" de I'anomalie de pesan-
teur aux coefficients N de I'anomalie du géoide, décroit lorsque le degré | augmente, ce
qui implique que ce sont les courtes longueurs d’onde des anomalies de pesanteur qui sont
les plus atténuées. Cette particularité traduit une propriété générale du géoide, importante
pour l'interprétation de ses ondulations, qui consiste en une plus grande sensibilité vers
les grandes longueurs d’onde du champ de pesanteur. C’est donc les phénomenes géophy-
siques d’échelles mondiale a régionale qui impactent préférentiellement les ondulations du
géoide, faisant des cartes d’anomalies du géoide un outil adapté a leur étude.

L'examen de la relation liant les coefficients g;"* de 'anomalie de pesanteur a ceux de
I'anomalie de potentiel V" (cf Eq. 3.46) conduit a la conclusion inverse, puisque c’est a
présent les composantes spectrales de haut degré qui sont favorisées dans I'expression de
I’'anomalie de pesanteur. Les cartes d’anomalies de pesanteur s’avérent donc mieux adap-
tées a I’étude des phénomenes géophysiques d’échelles régionale a locale.

Actuellement, les modeles les plus fins de 'ondulation du géoide, issus uniquement de
mesures satellitaires, sont développés jusqu’au degré harmonique 280, ce qui équivaut a une
longueur d’'onde de 143 km. Le raffinement de la connaissance du géoide jusqu’aux lon-
gueurs d’onde proche de 1 km nécessite donc la prise en compte de mesures gravimétriques
locales. Le calcul de I’anomalie du géoide a partir des anomalies de pesanteur mesurées en
surface, est obtenu grace a une relation intégrale, appelée équation de Stokes!, dont nous
allons expliquer I'origine.

1. mathématicien et physicien britannique, 1819 — 1903.
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La relation 3.48 permet d’exprimer 'anomalie du géoide comme une fonction sur la
spheére par :
+oo +1

N, 0) = —Z Z Y, (A, 6),

8a =2 m=
ol les coefficients g;" sont issus de la decomposmon en harmoniques sphériques de I'ano-
malie de pesanteur A g(A, 0); ces derniers s’expriment donc par :

gn = f dA'do’ sin6' Ag(X, 6" (") (\, 6").
phére
En combinant les relations précédentes, il vient :

oo ] +1 .
N(L,0) = — f d\' do'sin0'Ag(A', 0" Y — > YA, 0) (V") (N, 0).
8a Jsphere 1=2 -1

La somme réalisée sur tous les ordres dans I'expression ci-dessus constitue une formule
d’addition des harmoniques sphériques du surface, donnée par :

al e o 20+1
Y Yy"a,e(v") e = - P;(cosy) (3.49)

m=-—1

ou P; estle polyndme de Legendre de degré [ et y I'angle formé par les deux rayons-vecteurs
d’extrémités (A, 0) et (1, 0) sur la sphere unité.

Le cosinus de I'angle ¥ est implicitement fonction des angles A, 1/, 8, 8’ puisqu’il peut s’ex-
primer par :
cosy = cosf cosf' + sinf sinf’ cos(A’ — A). (3.50)

Finalement, 'anomalie du géoide s’exprime par la relation intégrale de Stokes suivante :

a

AT g,

N, 0) = f d) do'Ag(A, 0" sind' F(y), (3.51)
sphere

ou F(y) désigne la fonction définie par :

+00

+1
Fiy)=)_ 1 Pilcosy). (3.52)
=2 7

Un simple changement de repere orthonormé permet de faire coincider 'axe Z du nou-
veau repere avec celui passant par le point P. Dans ce repére, un paramétrage («, ) de la
sphere dans lequel a et ¥ jouent respectivement le role de la longitude et de la colatitude du
point courant P’ peut étre défini. Ce changement de repeére étant une transformation ortho-
gonale, I'aire des surfaces élémentaires se conserve de sorte que l'intégrale de Stokes s’écrit
également :

N, Q) = ing, fsphéredadu/Ag(a,u/) siny F(y),
soit encore,
2n n
N(A,0) = 47rgafo dafo dvAg(a, y) siny F(y).
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F(y) sin y
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FIGURE 3.6 — Graphe de la fonction de Stokes modifiée qui pondeére les anomalies gravimétriques
dans le calcul de 'ondulation du géoide par I'intégrale de Stokes. Ce graphe montre tres clairement
que des anomalies situées loin du point de calcul — par exemple pour y € [60°, 80°] — se voient affec-
tées de poids non négligeables dans le calcul de I'intégrale de Stokes.

Ainsi, 'anomalie du géoide en un point donné apparait-elle comme proportionnelle a I'in-
tégrale sur la sphere entiere de 'anomalie de gravité pondérée par la fonction siny F(y). La
représentation graphique de la fonction de ¥ — siny F(y) (Fig. 3.6) montre une fonction
non monotone qui ne tend pas vers 0 lorsque  tend vers 7. Lintégrale de Stokes contient
donc des contributions non négligeables de la part d’anomalies de pesanteur mesurées en
des points éloignés du point de calcul. L'utilisation de l'intégrale de Stokes pour la détermi-
nation des anomalies du géoide requiert donc des données en nombre suffisant réparties de
facon homogene autour du point de calcul.

La pratique des mesures gravimétriques, comme nous le verrons, rend ces conditions
difficiles a respecter notamment dans les zones ou les régions terrestres d’acces difficile.
C’est la une gageure de la gravimétrie pour la détermination du géoide par la méthode inté-
grale de Stokes. Cette derniere est donc plutodt réservée au calcul des plus courtes longueurs
d’onde du géoide, beaucoup plus sensibles aux distributions locales de densité. Leffet des
plus grandes longueurs d’onde provient en général des modeles globaux de gravité. Bien en-
tendu, cet effet doit avoir été préalablement retirer des anomalies gravimétriques prises en
compte dans 'intégrale de Stokes. Cette séparation des contributions de courtes et grandes
longueurs d’onde dans le calcul des ondulations du géoide est a la base des techniques dites
de retrait — restauration. Lefficacité de ces techniques dépend donc fortement de la disponi-
bilité de modeles globaux a haute résolution spatiale et de données gravimétriques de qua-
lité au voisinage du point de calcul.






Chapitre 4

Gravimétrie et Terre solide

« Savoir s'étonner a propos est le premier
pas fait sur la route de la découverte »

Louis Pasteur

NOUS avons vu que le champ de pesanteur mesuré sur la surface topo-
graphique restitue de facon préférentielle les plus courtes longueurs
d’onde (cf Chap. 3, Sec. 3.3, p. 58), ce qui conduit tout naturellement a son
utilisation dans l'interprétation géophysique. Plus précisément, 'amplitude
et les variations du champ de pesanteur sont reliées a la distribution de la
densité dans les structures de I'écorce terrestre, qui rend compte a la fois
des valeurs de la densité et des dimensions de structures.

Linterprétation du champ de pesanteur s’effectue essentiellement sur des
anomalies de gravité. Aussi, ce chapitre expose les modeles géophysiques
fondamentaux qui sous-tendent 'utilisation des anomalies de gravité en
géophysique. Les modeles présentés sont délibérément exprimés dans leurs
versions les plus simples, pour ne pas privilégier les développements ma-
thématiques aux dépens des conclusions sur la physique des phénomeénes.
L'essentiel des éléments qui ont servi a I’élaboration de ce chapitre sont tirés
de WAHR (1996) et TURCOTTE et SCHUBERT (2014).
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4.1 Anomalies de gravité observables en surface

Nous supposerons dorénavant que tout point P de I’espace peut étre repéré par ses co-
ordonnées géographiques dans un systeme de référence comportant un ellipsoide de révolu-
tion équipotentiel &). Les coordonnées géographiques comportent (Fig. 4.1) :

— lalongitude A identique a celle définie pour les coordonnées sphériques;
— la latitude géographique ¢ qui mesure I'angle formé, dans le plan méridien passant
par P, par lanormale a l’ellipsoide &, passant par P et la droite d’intersection du plan

méridien et du plan équatorial;

— la hauteur h mesurée le long de la normale a l'ellipsoide &, passant par P, depuis la
surface de l'ellipsoide jusqu’au point P.

FIGURE 4.1 — Définition des coordonnées géographiques d'un point P : longitude (1), latitude (¢)
et hauteur au-dessus de l'ellipsoide (k). Les grandeurs a et b représentent respectivement le demi-
grand axe et le demi-petit axe de I'ellipsoide équipotentiel &.

Les relations liant les coordonnées cartésiennes et géographiques du point P s’expriment
par:

X = (N(p) + h)cosg cosA
Y = (N(p)+ h)cosgsind 4.1)
Z = (N(@)(1-e*)+ h)sing

ol e désigne la premieére excentricité de I'ellipsoide &) définie a partir de son demi-grand axe
a et son demi-petit axe b par:
a* — b?

e =
a

) (4.2)
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et N(¢) est le rayon de courbure de la section normale orthogonale défini par :

N(g) = a . 4.3)
\/1— e?sin®¢

Nous envisageons dans ce qui suit les seules variations spatiales de la pesanteur supposée
constante dans le temps. La prise en compte des phénoménes dynamiques induisant des
variations temporelles sera étudiée dans la section 4.3. Dans ce cas, la pesanteur en surface
varie notamment de par les changements de niveaux qui équivalent a des rapprochements
ou des éloignements des sources gravitationnelles. Pour prendre en compte cet effet non lié
directement aux variations de densité, il convient d'utiliser les anomalies dites a l'air libre. Si
H désigne l'altitude du point P et gops la valeur de la pesanteur en P, 'anomalie a l'air libre
en ce point A gga s’exprime par :

Agra(A, @) = gobs — Yo(®) — HO, Yy + 6 ga, (4.4)

ol yo(¢) désigne la valeur de la pesanteur normale sur I'ellipsoide a la base de la normale a
&y passant par P, 0, v, le gradient normal de la pesanteur normale dont la valeur usuelle est
0,3086 mGal/m, et § g4 un terme correctif di aI’atmosphere. Plus précisément, ’addition de
la quantité 6 g4 a la pesanteur mesurée, dispense du calcul direct de I’effet des masses atmo-
sphériques, ces derniéres étant justement ramenées par ce calcul en dessous du géoide. Le
terme 6 g4 est positif et décroit avec I'altitude du point de mesure; il n’excede pas 0,87 mGal
(MORITZ, 2000).

L utilisation de l'altitude H a la place de la hauteur & dans le calcul de I'effet lié au gradient
vertical de la pesanteur mérite quelques explications. Stricto sensu, la pesanteur normale
au point P a une hauteur h au-dessus de l'ellipsoide &y s’exprime en ajoutant a la pesan-
teur normale sur le géoide y((0), la quantité négative 10, y. Ce n'est donc pas la pesanteur
normale au point P qui est utilisée dans I'’expression de I'anomalie a I’air libre, mais celle
calculée en un point P* située a une hauteur H au-dessus de l'ellipsoide &. Le point P* est
tel que la différence de potentiel de pesanteur entre ce dernier et la surface de l'ellipsoide le
long de la ligne de force du champ normal, égale celle mesurée entre le point P et le géoide le
long de la ligne de force du champ réel. Cette propriété est parfaitement respectée lorsque H
correspond a laltitude normale du point P. Ainsi, 'anomalie a I'air libre mesure-t-elle une
différence entre le champ réel et le champ normal entre deux points de méme potentiel, qui
sont nécessairement distincts puisque leurs surfaces de référence respectives — géoide et el-
lipsoide - le sont.

L'anomalie a I'air libre mesure donc I'écart de la pesanteur observée en surface par rap-
port a un modele de la Terre au degré 2. Cette derniere apparait généralement corrélée a la
topographie, qui est le siege le plus superficiel de variations latérales de la densité.

Une premiere décorrélation s’opere en utilisant I'anomalie de Bouguer simple qui est ob-
tenue en retranchant de ’anomalie a I'air libre, I’effet d'un plateau de matiere infini, d’épais-
seur H dont la densité p supposée constante, est choisie égale a la densité moyenne des
roches superficielles, usuellement 2,67 gcm™>. Lanomalie de Bouguer simple A ggs s'ex-
prime donc par:

Agps(A, @) = Agra(A, ) =21 Gp H. (4.5)
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La quantité 27 G p est le gradient normal de l'effet gravitationnel au-dessus du plateau. Sa
valeur constante égale a 0,1119 mGal/m est égale environ au tiers du gradient normal de la
pesanteur normale d, y.

Le calcul de cette anomalie sur les océans doit tenir compte de ce que la matiere com-
prise entre la surface moyenne des océans, c’est-a-dire le géoide, et la surface topographique
sous-marine, est de ’eau de densité p,,. Leffet de plateau peut alors étre calculé en considé-
rant qu’il résulte :

— duretrait de la matiere rocheuse de densité p, depuis le géoide jusqu’a la profondeur
(—H), puisque H < 0 sous les océans; d’ou une contribution égalea —27 Gp (—H);

— del’ajout d’eau entre le géoide et la profondeur (— H), d’ot11a contribution 27 G p, (— H).

Leffet de plateau qui en résulte s’obtient en effectuant la somme des deux contributions,
soit :
21Gpw(—H)+ (-27Gp(-H)) =27nG (p - pw) H.

L'anomalie de Bouguer simple sur les océans se calcule donc par :

Agps(A, @) = Agea(h, ) =27 G (p — pw) H. (4.6)

De nombreuses relations supplémentaires permettent de calculer I’anomalie de Bouguer
simple dans différents contextes de mesure selon la position du point de mesure — sous-
terrain, sous-marin et en fond de mer, sur un glacier, a la surface et au fond d’'un lac, aéro-
porté — (NGA, 2008).

Le calcul de l'effet gravitationnel de la matiere située entre le géoide et la surface topo-
graphique peut étre largement amélioré par I'utilisation d'un Modele Numérique de Terrain
(M.N.T.) décrivant les structures topographiques. La démarche consiste a décomposer ce
volume de matiere en éléments de masse simples tels des parallélépipedes ou des prismes,
dont les dimensions horizontales coincident avec le pas d’échantillonnage du M.N.T. L'effet
gravitationnel en un point est alors obtenu en sommant les effets individuels des éléments
de masse quil’entourent, jusqu’a ce que les contributions des éléments de masse deviennent
négligeables comparés a I'incertitude des mesures gravimétriques. Leffet de terrain ggr qui
résulte de ce calcul donne une image beaucoup plus fidele de la réalité des effets gravita-
tionnels causés par la topographie. Les éléments de masse utilisés pour le calcul de I'effet
de terrain sont en général supposés de densité constante égale a p sur les terres émergées et
(p — pw) sur les océans. Etant donné I'effet de terrain get(P) calculé au point P, 'anomalie
de Bouguer dite complete (Fig. 4.2) s’exprime par :

Agrc(A, @) = Agra(A, @) — ger(P). 4.7)

De par la prise en compte de I'effet du terrain, les anomalies de Bouguer apparaissent
plus faiblement corrélées a la topographie (Fig. 4.3, p. 69), notamment pour les courtes lon-
gueurs d’onde inférieures a quelques dizaines de kilometres. En revanche, au-dela de 100
km de longueur d’onde, une surprenante anti-corrélation s’établit entre les anomalies de
Bouguer et la topographie, autrement dit, la corrélation de 'anomalie a I'air libre avec la to-
pographie s’estompe pour les grandes longueurs d’onde de la topographie. Ce phénomene
est dii aux effets gravitationnels des distributions de densité induites par les structures de
I’écorce terrestre jusqu’a 350 - 400 km de profondeur, ce que nous allons expliquer a pré-
sent.
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FIGURE 4.2 — Carte de 'anomalie de Bouguer compléte publiée dans le cadre du projet WGM2012
(BONVALOT et al., 2012) par le BGI. Les anomalies positives les plus élevées sont localisées sur les
océans de par la forte contribution positive de I'effet de plateau (27 G (o — py) H avec H < 0). A l'in-
verse, les anomalies fortement négatives de cette carte se situent au niveau de la chaine himalayenne
de laquelle elles débordent tres largement.

Carte produite a I'aide du logiciel GMT.
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La méthodes de calcul des anomalies de gravité et leur interprétation font encore I'objet
de nombreuses recherches relatées dans une abondante littérature scientifique (FEATHERS-
TONE et DENTITH, 1997, HACKNEY et FEATHERSTONE, 2003, HINZE et al., 2005, KUHN et al.,
2009, L1 et GOTZE, 2001, NGA, 2008). Récemment, le BGI a publié des cartes mondiales
des anomalies de gravité dans le cadre d'un projet baptisé « World Gravity Map » (BONVA-
LOT et al., 2012). La méthode originale de calcul des effets de terrain a mis en jeu les tous
derniers raffinements en matiere de calcul numérique des décompositions en harmoniques
sphériques (BALMINO et al., 2012). Pour I'occasion, des développements jusqu’au degré har-
monique 10 800 ont été utilisés correspondant a une résolution spatiale (demi plus courte
longueur d’onde) de 1,9 km. Ces travaux montrent tout le dynamisme des recherches encore
menées aujourd’hui et suscitées par la puissance des calculateurs numériques actuels.

FIGURE 4.3 — Carte de la topographie mondiale 1’x1’ d’apres le modele ETOPO1 (AMANTE et EAKINS,
2009). Ce modele a été utilisé pour le calcul des effets de terrain en vue de la détermination de ’ano-
malie de Bouguer complete WGM2012 (BONVALOT et al., 2012) par le BGI (cf Fig. 4.2).

Carte produite a I'aide du logiciel GMT.
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4.2 Géophysique de lalithosphere

L'essentiel de notre connaissance des grandes
structures de I’écorce terrestre provient de la sis-

mologie (cf Fig. 4.4). Les vitesses de propaga- - . 2

tion des ondes acoustiques dans 1'écorce ter- AY R .
restre sont liées a la densité des roches, de sorte N ..;'. - ' /
qu’il est possible de déduire des modeles de 'j’ \ . . d
la distribution de densités a partir de la me- \! — S /
sure des distributions de vitesses. Nous allons ) ! ,‘
retenir seulement deux découpages classiques " @ T

de la partie superficielle de I'écorce terrestre S /

en croiite/manteau et lithosphere/asthénosphere, ey

qui permettent d’interpréter les anomalies de - /

Bouguer. - —.

La crotite définie dans le premier découpage, -~ \
s’étend depuis la surface topographique jusqu’a \ o
une zone de discontinuité de la vitesse de ci-
saillement, appelée discontinuité de Mohorovici¢ FIGURE 4.4 — Structure interne de la Terre
ou plus simplement Moho. Cette limite séparela "€ Par la sismologie. Droits réservés ©Pierre-
N . André Bourque, université de Laval, Québec.
crotite du manteau qui comporte des roches de
composition chimique différente de celles de la crofite, et également plus denses. En admet-
tant que le comportement du manteau sur le long terme puisse étre assimilé a celui d'un
fluide, la structure de la crofite peut étre décrite comme celle d'un solide reposant sur un
liquide plus dense en équilibre hydrostatique. Toute augmentation de volume de la crotite
depuis la surface, telle la présence d’'un relief, doit alors étre compensée par une augmenta-
tion de volume a sa base, telle une racine, dans le manteau. Ce constat est a I'origine de la
théorie de l'isostasie. Ainsi, les effets gravitationnels de grandes longueurs d’onde (> 100 km)
de la topographie seraient-ils amoindris par les contrastes négatifs de densité induits par
I’épaississement de la crotte sous les reliefs. Nous examinons ci-apres les effets de l'isostasie
pour expliquer les anomalies de surface.

La séparation entre la lithosphere et I'asthénosphere tient plus au comportement rhéo-
logique des matériaux. En effet, la lithosphere apparait comme la couche limite des phéno-
menes de convection, refroidie par rayonnement dans I’atmospheére, dont le comportement
rhéologique est devenu cassant sur de longues périodes de temps. L'épaisseur de la litho-
sphere varie sur la Terre ou elle dépasse 50 km sous les continents et est inférieure a 50 km
sous les océans. En comparaison, I’épaisseur de la crofite oscille seulement entre le quart et
la moitié de celle de la lithosphére. Du point de vue de la densité, la lithosphere plus froide
que I'asthénospheére est aussi légerement plus dense. Elle est donc irrémédiablement ame-
née a disparaitre dans ’asthénosphere du fait de I'attraction gravitationnelle, chose qui se
produit dans les zones de subduction. Si le maintien de la topographie ne peut plus s’inter-
préter comme résultant d'un équilibre hydrostatique, c’est que la lithosphére doit pouvoir
opposer aux charges constituées par les reliefs, des contraintes mécaniques d'une autre na-
ture, telles des contraintes élastiques. Les effets de la flexion élastique de la lithosphere, consi-
dérée comme une plaque mince, sous la charge des reliefs, est envisagée du point de vue de
ses effets gravitationnels ci-apres.
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4.2.1 Effets del’isostasie
4.2.1.1 Le modele de compensation d’Airy

Un premier modele d’isostasie est di a I'astro-
nome britannique Sir George Biddell Airy (1801 -
1892). Ce modele repose sur deux hypotheses simpli-
ficatrices :

1. le manteau de la Terre se comporte comme un
fluide a longue période de temps;

2. la crotite est morcelée sous 'effet des charges
de grande longueur d’onde exercées par la to-
pographie; ces « morceaux » de croiite sont
maintenus en équilibre grace a la poussée
d’Archimede exercée par le manteau.

S/
Pm,

Considérons une colonne verticale de matiere
prélevée dans la crofite (Fig. 4.5). Soient p. et p,, les
densités respectives de la crotite et du manteau, et FIGURE 4.5 — Compensation isosta-
soient h; la hauteur de la topographie au-dessus dela tique selon le modele d’Airy. La crotte
crotte, et p, la profondeur de la racine mesurée de- estla couche d'épaisseur e..
puis la base de la crotite. En supposant la gravité uniforme, I’équilibre hydrostatique de la
colonne repose sur la compensation de la surcharge due a la topographie et la racine par la
poussée d’Archiméde exercée par le manteau. La relation d’équilibre s’écrit alors :

pc(he+pr)Sg=pmprSg (4.8)

ol S désigne 'aire de la base de la colonne et g 'accélération gravitationnelle.

Apres simplification, 'équation 4.8 fournit une relation entre la profondeur de la racine p,
et la hauteur de la topographie #h; :

_ _ Pec

- Pm—Pc
A partir des valeurs usuelles de la densité de la crofite et manteau - p, ~ 2000 2 3000 kgm ™3
- et du contraste de densité crofite/manteau - p,;, — p. ~ 400 a 700 kgm™ -, la relation 4.8
permet d’estimer la profondeur p, entre 3 et 8 fois la hauteur #;.

pr h. (4.9)

La relation 4.9 possede une interprétation différente qui apparait en multipliant chacun
de ses membres par 27 G, ce qui donne :

27Gpchy =27G (om—pc) pr = 2aGpche+27G (pe—pm) = 0.

Ainsi, l'effet de plateau da a la topographie 27 Gp. h; apparait-il comme completement
compensé par celui da a la racine 27 G (p. — pm). Cette compensation résulte du contraste
négatif de densité - p. — p,, < 0 - causé par la racine de crotite prolongée dans le manteau.
Ce modele prévoit donc une décorrélation de I’anomalie a I'air libre avec les masses topo-
graphiques concernées par la compensation isostatique et a 'inverse, I'apparition de cor-
rélations avec les racines de ces mémes masses dans 'anomalie de Bouguer. L'assimilation
de I'effet gravitationnel de la topographie et de ses racines a celui d'un plateau infini consti-
tue une approximation du premier ordre, si bien que les (dé)corrélations des anomalies de
gravité avec la topographie sont nécessairement partielles.
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4.2.1.2 Le modéele de compensation de Pratt

En supposant une épaisseur de crotite en I’absence de topographie égale a e., la masse de
la colonne de crofite considérée au §4.2.1.1 est donnée par : p. (ht + e + pr) S. En utilisant
la condition d’équilibre 4.8, il vient :

pc (he +ec+pr)S=pcecS+pmprS. (4.10)
Cette relation traduit I'égalité des masses de deux T
colonnes de matiere comportant croiite et man- A
teau et ayant méme section et méme profondeur i
dans le cas ou la compensation d’Airy est réalisée. A

Un deuxieme modele de compensation proposé par
John Henry Pratt (1809 — 1871), respecte cette pro-
priété a la différence pres qu’il suppose que ce sont €c Pe
des variations latérales de densité de colonnes de
crotte d’égale profondeur qui permettent I'égalité de v Moho
leur masse (Fig. 4.6). Dans ce modele, les masses to- s

pographiques seraient supportées par une crotite de

moindre densité et non pas par une crofite épaissie. Pm

Soit py, la densité d'une colonne de crofite sup-
portant une masse topographique de hauteur h;

(Fig. 4.6). La condition de compensation de Pratt FIGURE 4.6 — Compensation isosta-
$’écrit alors : tique selon le modele de Pratt.

pcecS = pplec+ hy) S, (4.11)

d’otr il résulte
€c

ec+ht

On = Oc- (4.12)

La densité sous la topographie est donc plus faible. En supposant une épaisseur de la crofite
égale a 30 km et une topographie de hauteur maximale égale a 8 km, le facteur multiplicatif
ecej ;- varie entre 79 et 100 %. La diminution de densité peut donc atteindre 21 % ce qui situe-
rait les densités sous les plus hautes montagnes entre 1 600 et 2 400 kgm 3,

En outre, les effets de plateau ne varient pas entre deux colonnes successives puisque,
d’apres larelation 4.12 :
2nGpplec+ hy) =2nGpcec.

Ainsi, comme dans le cas de la compensation d’Airy, le modele de Pratt prédit-il une décor-
rélation entre ’anomalie a I'air libre et la topographie avec le méme ordre d’approximation.
Plus précisément, la relation précédente traduit 'uniformité de la masse par unité de sur-
face de la crotite en cas d’équilibre isostatique, qui se répercute directement sur I’anomalie
al’air libre. Au premier ordre, les modeles d’Airy et de Pratt prédisent donc les mémes effets
sur les anomalies de gravité. Le premier est plus adapté aux régions dans lesquelles la topo-
graphie apparait comme une charge sur la crofite, le second rend compte des reliefs issus de
la dilatation ou la contraction thermiques de la crotite ou du manteau, qui entrainent des
variations latérales de densité.
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Il convient de noter également que le modele de Pratt n'implique pas nécessairement
I'uniformité de la densité dans chaque colonne de crotte, de sorte que la relation 4.11 est
encore valable avec les densités moyennes de chaque colonne. De ce point de vue, le mo-
dele de Pratt est plus raffiné.

Un troisiéeme modele de compensation développé par le géodésien finlandais Heiska-
nen !, constitue un compromis entre les modeles d’Airy et de Pratt. Ce modéle suppose que
les deux tiers environ de la topographie est compensée par la formation de racines et un tiers
par la crotte terrestre au-dessus de la limite crotite/manteau. Dans tous les cas, le respect
de I’équilibre isostatique de la crofite entraine 'apparition de contrastes latéraux de densité
dont 'effet gravitationnel s’apparente a celui de I'effet de terrain. En retranchant cet effet de
I’anomalie a I'air libre, il résulte une nouvelle anomalie de gravité dite isostatique (Fig. 4.7
), qui rend compte de I'écart entre la pesanteur réelle et celle obtenue en supposant une
compensation isostatique parfaite de la crofte.

FIGURE 4.7 — Carte de 'anomalie isostatique publiée dans le cadre du projet WGM2012 (BONVALOT
etal., 2012) par le BGI.

Carte produite a I'aide du logiciel GMT.

1. Weikko Aleksanteri Heiskanen, géodésien finnois, 1895 - 1971.
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L'étude des corrélations entre ’anomalie a |'air libre et 'anomalie isostatique avec la to-
pographie a permis d’estimer la profondeur de la limite crotite/manteau a 10 km sous les
océans et 50 km sous les continents. Ces estimations sont tout a fait compatibles avec celles
données par la sismologie — 5 a 15 km sous les océans et 30 a 60 km sous les continents —. Les
modeles de compensation isostatique semblent donc pertinents pour expliquer la structure
de la crotite; il faut cependant les raffiner quelque peu pour expliquer pourquoi la compen-
sation n’opére pas pour les courtes longueurs d’onde.

4.2.1.3 Modeéeles raffinés de compensation isostatique

Nous nous proposons de calculer I'effet gravitationnel d'une topographie a variations
sinusoidales dans le cas ol cette derniere est parfaitement compensée (Fig. 4.8). Pour sim-
plifier le probléeme, nous supposerons en outre les variations de la topographie unidimen-
sionnelles. Plus précisément, dans le repere cartésien (O, éx, €y, &), la hauteur h; de la to-
pographie est supposée suivre la loi :

hi(X) = hye'*X, (4.13)

ol h; est une constante réelle et k la fréquence spatiale liée a la longueur d’onde spatiale A
de la topographie par :
k= 2 (4.14)
- A’ . .

Ce modele stipule que toute section de la topographie par un plan orthogonal a &y a un profil
sinusoidal dans la direction de éx, de longueur d’'onde A et d’amplitude k. La topographie
apparait aussi de hauteur constante et infiniment étendue dans la direction de éy.

FIGURE 4.8 — Vue du modeéle de topographie unidimensionnelle, a variation sinusoidale, utilisée
pour étudier I'effet gravitationnel d’'une compensation isostatique des reliefs. La topographie est sup-
posée infiniment étendue et invariante dans la direction de éy. Elle est également infiniment étendue
et périodique dans la direction de éx. L'étude porte sur la composante suivant &, de I'attraction gra-
vitationnelle due a la topographie en un point situé au-dessus d’elle.

Lutilisation d'une expression complexe pour h; est délibérée bien que n'ayant pas de
sens physique. En effet, le calcul réalisé ici nous donnera la réponse gravitationnelle a une
excitation « monochromatique » e’** d’amplitude &, de la topographie, également appelée
réponse harmonique.
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De parlalinéarité de laloi de Newton par rapport aux sources gravitationnelles, il suffirait
d’ajouter les réponses harmoniques aux excitations de la forme e!”*¥, k € Z, pour obtenir
I'effet gravitationnel d'une topographie décomposée en série de Fourier sous la forme :

+00 .
h(X)= Y hye"kX,

n=—0o0

4.2.1.3.1 Cas dela compensation d’Airy

Si p, désigne la profondeur de la crotte (Fig. 4.9), la relation de compensation isostatique
selon Airy s’écrit alors :

Lht(X) -

_ P

m — Pc Pm — Pc

pr(X) = hy et kX, (4.15)

ol p. et p,, désignent respectivement les densités de la crotite et du manteau.

P

7 »
X
ht (XQ /TJ & topoc( P)

prX)

Pm

FIGURE 4.9 — Mise en équation du probleme du calcul de I'effet gravitationnel de la topographie
compensée. Le point P(X, 0, Z) du plan (OXZ) correspond au point de calcul. Le point courant a
l'intérieur de la crotte a pour coordonnées (X', Y’, Z'). Le calcul consiste a déterminer la compo-
sante verticale, c.-a-d. suivant é, de I'attraction gravitationnelle de la topographie compensée dont
I'intensité est notée giopo,. La distribution de masse étant symétrique par rapport au plan (0XZ2),
l'attraction gravitationnelle de la topographie est contenue dans ce plan.
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Nous allons en outre supposer que la hauteur de la topographie et la profondeur de la crofite
restent treés inférieures a I'épaisseur moyenne de la crotte e., c’est-a-dire que : |h:(X)| < e,
et |p,(X)| < e; pour tout X. Dans ces conditions, la distribution de masse correspondant a
la topographie compensée comprend trois contributions qui correspondent respectivement

BN

a:
1. un plateau infini d’épaisseur e, et de densité p.;

2. une premiere couche superficielle plane, de hauteur Z = 0, de masse par unité de
surface o(X) = pc h(X);

3. une deuxieme couche superficielle plane, de hauteur Z = —e,, de masse par unité de
surface 0'(X) = (pc — pm) Pr(X) = —pc hi(X).

Le plateau infini ajoute une simple constante, égale a 27 Ge,, a l'effet gravitationnel de la
topographie compensée. Il est donc inutile d’en tenir compte pour I’étude de la corrélation
entre I'effet gravitationnel et la topographie. Considérons tout d’abord la couche plane si-
tuée dans le plan Z = 0 (Fig. 4.10). Soient (X’,Y’,0) les coordonnées d’un point courant de
cette couche. Cette derniere peut étre décomposée en une infinité de rubans de matiere pa-
ralleles, infiniment étendus dans la direction éy, dont la masse par unité de longueur égale
o(X)dX'.

N>

P(X,0,2)

PR ). // iy _Se—
Y
e, é,
. |
O ¢ X X'

FIGURE 4.10 — La couche superficielle de matiére située a la cote Z’' = 0 est décomposée en rubans
infiniment fins, de largeur d X', infiniment étendus dans la direction éy. Lattraction gravitationnelle
produite équivaut a celle d’un fil infini de masse linéique constate égale a o(X') dX'. Le calcul s'inté-
resse a la composante verticale de cette attraction c’est-a-dire celle orientée dans la direction de é.
Au point P, 'attraction gravitationnelle du fil forme un angle a avec la verticale.
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Le ruban d’abscisse X’ produit au point P de coordonnées (X, 0, Z), une attraction gravi-
tationnelle dont I'intensité est donnée par la relation 2.12 :

2Go(X"dX'
VX = X2+ 72

Cette attraction gravitationnelle contribue a la composante verticale de 'attraction totale
par sa projection sur I’axe dirigé par & qui s’exprime par (Fig. 4.10) :
2Go(XdX' 2Go(X"ZdX'
cosa = .
\/(X—X')2+Z2 (X - X2+ 72

Si gropo (xp) désigne I'intensité de la composante verticale de I'attraction gravitationnelle due
a la topographie, alors il vient :

+oo 2Go(X)Z

8topo (¥P) = Gropo (X, Z) = ]:OO ax’ (X — X2 + 22

Puisque le terme o (X’) est de la forme o (X') = 04 €' kX' ol gy est un réel positif, I'expression

intégrale de giopo (X, Z) correspond a une transformée de Fourier classique; il en résulte :

Stopo(X, Z2) =21 Gaye ¥ % e  pour Z>o0. (4.16)

La relation 4.16 peut a présent étre utilisée pour calculer I'effet gravitationnel? de la topo-
graphie sinusoidale compensée en considérant :
— Teffet de la topographie de densité surfacique o1 = p. hy, soit: 2w Gp hy e %2 el kX

— l'effet de la racine de densité surfacique o} = —p. h1, décalée vers le bas d’'une lon-
gueur égale 4 I'épaisseur e, de la crotite, ce qui donne: —27 G p. hy e k(@ +e) gikX,

Il vient finalement pour I'effet complet giopo, :

Slopo. (X, Z) = 21 G p. Iy ek X (1 - e‘kec) e kZ, (4.17)

La relation 4.17 indique que pour une hauteur fixée, les variations de giopo, dans la direc-
tion de €x sont sinusoidales, de méme fréquence spatiale k que la topographie, d’amplitude
égalea2nGp.hy(1—-e” kecyo=kZ Cette amplitude diminue exponentiellement avec la hau-
teur de par la présence du terme e~ *Z. Elle dépend également du facteur (1- ek ¢) qui
dépend implicitement du rapport entre I’épaisseur de la crotite e, etlalongueur d’'onde A de
la topographie puisque, d’apres 4.14 :

€c

ke: = ZnW.

2. Plus précisément, cet effet gravitationnel correspond a la composante verticale selon é, de I'attraction
gravitationnelle.
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Envisageons tout d’abord le cas limite ou ke, <« 1, autrement dit, e, < A; il vient alors :

1-e % -0 = gopo(X,2)—0.

Dans ce cas, I'effet gravitationnel de la topographie est exactement compensé par celui de
la racine pour donner un effet résultant nul. Lanomalie a 'air libre mesurée sur une telle
topographie serait completement décorrélée de la topographie.

Dans le cas limite inverse ou ke, > 1, autrement dit, A < e.; il vient :

l—e ke > Stopo. (X, Z) = 2nGpcIn e kX g=kZ,

Ainsi, au point d’abscisse X et de hauteur Z = 0, I'effet de la topographie compensée apparait-
il comme celui d’'un plateau infini, de densité p. et d’épaisseur h e! X égale a celle de la
topographie h;(X) en X. C’est cet effet qui est précisément retranché de I’anomalie a I'air
libre pour calculer 'anomalie de Bouguer simple (cf Eq. 4.5). Une telle anomalie serait donc
entierement décorrélée de la topographie.

En bref, le calcul précédent indique que lorsque les longueurs d’onde de la topographie
sont grandes devant |'épaisseur de la crotite (e, < 1), les effets gravitationnels de la topo-
graphie et de la racine se compensent mutuellement. Par conséquent, les grandes longueurs
d’onde d'une topographie compensée marquent peu 'anomalie a l'air libre. Lorsqu’a I'in-
verse, les longueurs d’onde de la topographie sont courtes devant I'épaisseur de la crotte
(A < e.), leffet gravitationnel de la topographie compensée est proportionnel a la hauteur
de cette derniere selon la relation du plateau infini. C’est pourquoi les courtes longueurs
d’onde d’'une topographie compensée marquent peu 'anomalie de Bouguer simple.

En outre, considérons un modele de Terre comportant une topographie compensée. Dans
ce cas, I'effet gravitationnel de cette topographie compensée est assimilable a une anomalie
de gravité a l'air libre. D’apres la relation 4.17, 'anomalie a 'air libre Agr4(X) mesurable en
surface est de la forme :

AgFrA(X) = Giopoo (X, Z)1 220 = Fairy(K) hy ' **

avec
Frig(K) = 27 Gp (1= 7<) 4.18)

La fonction F(k) ainsi définie n’est autre que la fonction de transfert entre la topographie
et 'anomalie a l'air libre de surface. En ajustant cette derniere sur des anomalies mesurées
connaissant la topographie grace aux modeles numériques, il est possible d’estimer la den-
sité p. et I’épaisseur moyenne e, de la crotite. Cet exemple illustre une méthode d’exploita-
tion de données gravimétriques pour I'estimation de parameétres géophysiques de la crofte.

Examinons a présent I'effet de la topographie compensée sur les ondulations du géoide.
L'anomalie de potentiel A Vr(X, Z) correspondante a I’anomalie de gravité causée par la to-
pographie compensée est liée a cette derniere par la relation intégrale suivante :

AVi(X,Z) = — f Sopo. (X, ZNd Z'. (4.19)
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L'ondulation du géoide Najry(X) liée a cette anomalie de potentiel se déduit de la relation de

Bruns (Eq. 3.43) par:

AV (X, Z)|z=
Nairy(X) = — =0

8a

ou g, estla partie constante de I’accélération gravitationnelle totale de la Terre.

En utilisant la relation 4.17, il vient :

Nairy(X) = 21 G pe hy e %X (1 -~ e‘kef) [ﬁ
ll'y C gak 70
d’ou, tous calculs faits,
1 — e ke
Nairy(X) =278 Gpch(X) ————. (4.20)
8ak

En ne considérant 1égitimement que 'effet des grandes longueurs d’onde de la topographie
(ke,x1=>1- e ke ~ ke.),'expression de 'ondulation devient :

2nGp.e
Nairg(X) = 22208 (%), (4.21)

8a

Dans ce cas, I'ondulation du géoide apparait comme proportionnelle a la topographie « mo-
nochromatique » considérée dans notre modele. Dans le cas d'une topographie réelle, dé-
composée en série de Fourier, il faudrait calculer 'ondulation du géoide en ajoutant toutes
les contributions de la topographie dues aux termes h, e!"*X, La constante de proportion-
nalité liant /;(X) et N(X) étant indépendante de la fréquence spatiale k, la relation de pro-
portionnalité entre N (X) et h;(X) resterait valable. Par conséquent, les ondulations du géoide
générées par une topographie compensée s’averent fortement corrélées avec les grandes
longueurs d’onde de la topographie. L'étude des corrélations des ondulations du géoide avec
les grandes longueurs d’onde de la topographie nous renseigne donc sur la possible com-
pensation a I’échelle régionale de la topographie. Cette derniere serait plus difficile a mener
a partir de I'anomalie a l'air libre dont la fonction de transfert avec la topographie dépend
explicitement de la fréquence spatiale (cf Eq. 4.18).

4.2.1.3.2 Casdela compensation de Pratt

Nous nous proposons a présent de déterminer I'effet gravitationnel giopo, dans le cas
d’'une topographie compensée selon le modéle de Pratt. La distribution de densité qui per-
met la compensation isostatique de Pratt, est supposée suivre une loi de la forme :

p(X', Z') = pe+ Ap(X', Z), (4.22)

ol1 p. est une constante correspondant a la densité moyenne de la crotte et A p(X', Z') 1'écart
de densité mesuré au point courant (X', Z’) de la crotte (Fig. 4.11) pour assurer la compen-
sation isostatique.

Comme dans le cas du modele d’Airy, la hauteur de la topographie h; est supposée tres in-
férieure a I'épaisseur de la crotte e, c’est-a-dire : |h;(X')| < e, pour tout X’ € R. Par consé-
quent, les variations de densité A p sont également du premier ordre par rapport a la densité
moyenne, autrement dit |A p(X’, Z')| < p. pour tout (X', Z') € R%.
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FIGURE 4.11 — Modele de topographie sinusoidale compensée selon le modeéle de Pratt. L'épaisseur
moyenne de la crofte est ici constante, égale a e,. La compensation isostatique de la topographie
résulte de variations latérales de la densité représentée par la fonction A p(X’, Z’) au point courant
(X', Y', Z') de la crotite terrestre.

Leffet de la topographie seule, sans prise en compte des variations de densité Ap né-
cessaires pour la compensation, peut donc étre calculé a partir de la relation 4.16 en posant
01 = p¢hy; sa contribution a I'effet gravitationnel gopo, au point P s’exprime donc par :

2nGpc. e KZ gikX pour Z>0.

Pour déterminer I'effet gravitationnel induit par les variations de densité, il convient de pré-
ciser la forme mathématique de la fonction A p. La condition d’équilibre isostatique de Pratt
implique I'égalité des masses de colonnes de matiére étendue jusqu’a la base de la crofite. En
I’absence de topographie, la masse par unité de surface de la crotite égale p. e.. La condition
d’équilibre de Pratt pour une colonne supportant une topographie s’exprime alors par :

he(X")
f dZ' (pc + Ap(X', Z) = pcec. (4.23)
—e,
Apres simplification, il vient :

he(X') X
f dZ' Ap(X', Z") = —pche(X') = —pchy e *X.

ec

he(X)
Le terme f dZ' Ap(X', Z') est du second ordre comparé a p. h;(X'), de sorte que :
0

0 . /
dZ'Ap(X', Z') = —pc (X)) = —pehy ' ¥ X

—e;
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En outre, I'égalité ci-dessus étant valable pour tout X’ € R, la dépendance de A p en fonction
de X' est nécessairement de la forme e’*X . En posant alors :

Ap(X', Z) = Apy(Z) e'FX, (4.24)

la condition d’équilibre de Pratt peut finalement s’écrire :

0
dZ' Ap(Z) = —pchy. (4.25)

—e,

Considérons la couche de matiere de cote Z' et d’épaisseur d Z' (Fig. 4.12). Cette derniére
a pour densité surfacique do (X', Z') = Ap(X', Z')dZ', ce qui, d’apres la relation 4.24, s’ex-
prime par do (X', Z') = Ap1(Z")dZ' e'¥ X', Leffet gravitationnel d’une telle couche au point

P peut étre calculé a I'aide de la relation 4.16, en remarquant que le point P est au-dessus de
cette derniere, a la hauteur Z — Z’, ce qui donne::

2nGAp (Z)dZ e KZ 2D gik X'

_do(X\Z) = 4p(X'\Z) dZ'

i dZ!
Z!

_eC

p m

FIGURE 4.12 - La crofite est ici décomposée en une succession de couches planes infiniment fines,
de densité surfacique do (X', Y"). Il s’agit 2 nouveau de déterminer la composante verticale de I'at-
traction gravitationnelle résultante en utilisant la relation 4.16 déja établie lors de I'étude de la com-
pensation isostatique selon de modele d’Airy.

Pour obtenir I'effet gravitationnel total, il suffit d’intégrer la relation précédente sur |'épais-
seur de la crotite en négligeant la topographie dont la contribution est du second ordre. Tous
calculs faits, I'effet gravitationnel de la topographie compensée s’écrit donc :

0 , .
8ropo. (X, Z) =27 G (pc hy + dZ'Ap\(Z)e*? | e k2 et * X pour Z>o0. (4.26)

—ec
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Larelation 4.26 est analogue a celle obtenue dans le cas de la compensation d’Airy (cfEq. 4.15)
excepté pour I'amplitude. Il s’agit a nouveau d'un effet gravitationnel sinusoidal, de méme
fréquence spatiale que la topographie dont 'amplitude dépend a présent de I'intégrale le
long de la verticale de variation de densité A p;.

Examinons a présent les situations limites déja étudiées dans la cas d’Airy. Si ke, < 1,
C’est-a-dire e; < A, alors, pour tout Z’ € [—e, 0], |k Z'| < 1= e %% — 1.1l en résulte::

0 , 0
dZ'Ap\(Z) e — | dZ'Api(Z) = —pchn

—€c —€c

Dans ce cas, d’apres la relation 4.26 : giopo, (X, Z) — 0.

Ce résultat est analogue a celui obtenu pour la compensation d’Airy : a grande longueur
d’onde, I'effet gravitationnel de la topographie compensée est nul et 'anomalie a I'air libre
non corrélée a la topographie.

Dans le cas inverse ol ke, > 1, autrement dit, A1 < e, il vient alors pour tout Z’ €
!
[—e., 0], |kZ’| > 1letkZ <0,donceX? — 0.1l en résulte :

0 , .
dZ'Ap1(Z)e* -0 = gopo. (X, Z) = 21Gpchy e kX e
—e,
A nouveau, ce cas limite donne un résultat identique a celui de la compensation d’Airy : a
courte longueur d’onde, I'effet gravitationnel de la topographie compensée au point P(X, Z =
0) est celui d'un plateau infini de densité constante égale a p. et d’épaisseur égale a h,(X).
Par conséquent, 'anomalie de Bouguer simple ne sera pas corrélée a la topographie.

Envisageons a présent le cas ou la variation de densité A p ne dépend pas de la cote Z’,
mais seulement de la position horizontale X'. La variation de densité est alors uniforme le
long des colonnes de matiére d’abscisse X’ fixée. La condition d’équilibre isostatique 4.23
s’écrit alors :

(oc + Ap(X") (he(X)) + ec) = peec,

d’ou il résulte, au premier ordre :

h(X') h
= Ap; = —pce—.

eC Cc

AP(X/) = —Pc

Leffet de la topographie compensée sur le plan Z = 0 s’exprime alors, en utilisant 4.26, par :

1 _ e—kec

—) hyelkX, (4.27)
ke.

Stopoc (X, Z)| ,_o =27 Gp, (1 -
Cette derniere relation nous donne également la fonction de transfert et 'anomalie a l'air
libre dans le cas de la compensation de Pratt qui s’exprime par :

1 — e kec
—) (4.28)

Forare(k) =2nGp, (1 - ke,

A grande longueur d’'onde (ke < 1) = 1 - e k% = ke, - (1/2)(ke.)?, cette fonction de
transfert devient :

1
Fpraw(k) = 271G pe (1 - (1 -3 kec)),
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d’ou, apres simplification :
e
Fprart(k) = 2 Gp, kEC

Dans ce cas précis, la fonction de transfert d’Airy (cf Eq. 4.18) donnerait :
FAiry(k) = 2nGpckec = 2 Fpra (k).

Ainsi, pour une grande longueur d’'onde et une amplitude de la topographie fixées, I'effet gra-
vitationnel de la topographie compensée selon Airy est-il deux fois plus grand que celui ob-
tenu selon Pratt. Cette particularité mathématique indique clairement que le comportement
des deux modeles différe suffisamment a grande longueur d’onde pour qu'’ils ne puissent pas
étre confondus.

Londulation du géoide Np;,(X) mesurable en surface dans le cas d'une topographie
compensée, se détermine par la méme méthode que celle utilisée précédemment pour la
compensation d’Airy, qui a permis d’aboutir a la relation 4.20. Il vient, tous calculs faits :

0 ikX

dZ' Apy (2 ek ? | E—. (4.29)

Nprae(X) =27 G (Pc hy + e, gk

A grande longueur d’onde (ke. < 1) et pour tout Z’ € [—e,,0], il vient au premier ordre :
ek? "~1+kZ.

L'équation 4.29 peut alors s’écrire :

2nG . 0 . 0 _
Nera (X) = == | pe me* X+ | dz'api(Z)e* X + | dZ Ap (Z)kZ eHFX].
a g —€c —€c
hy(X)

En cas d’équilibre isostatique, il vient :
0 .
pehi(X) + dZ'Ap\(Z) el kX = 0.

—ec

Londulation du géoide aux grandes longueurs d’onde qui satisfait la compensation de Pratt
s’écrit alors, tous calculs faits :

0

2nG
Nppait (X) =

. dZ'Ap\(Z") Z' e’ KX, (4.30)
a —€c

En reprenant I’équation 4.29 avec une variation de densité ne dépendant pas de la cote Z’, il
vient :

l_e—kec hleikX
ke ) gak

Enfin, la relation précédente se simplifie encore pour aboutir a une relation de proportion-
nalité entre 'ondulation du géoide et la topographie :

Npraet(X) =271 Gp, (1 - (4.31)

nGo.e
Norau (0 = =22 p,x0). (4.32)

a

Cette derniére relation est analogue a celle obtenue pour 'ondulation du géoide dans le cas
d’Airy (cf Eq. 4.21) a un facteur 2 preés.
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. Grandeur
Compensation
Air libre A gra(X) Géoide N(X)
2nGpce
Airy 21Gp. (1 - e7Fe) hy(X) %MX)
a
21 G h(X)
2nGpchi(X) + ... —hx
Pratt généralisée galh
1 [ N 0
21 Gp, (— dzZ' Ap(Z) ekz) el kX VAN N VAVA
c J—¢€¢ —é€c
— e kec nGpcec
Pratt uniforme 21Gp, [1 - k—] h:(X) — hy(X)
ec a

TABLEAU 4.1 — Tableau récapitulatif des expressions de I'anomalie a I'air libre A gr4(X) et des on-
dulations du géoide N(X) mesurables sur une Terre a topographie sinusoidale, monochromatique,
unidimensionnelle /,(X) = h e’ suivant le type de compensation isostatique considérée. Londu-
lation du géoide correspond seulement a celle engendrée par une topographie de grande longueur
d’onde (A > e,).

4.2.2 Effets de la flexion élastique de la lithosphere

Les modeles de compensation isostatique envisagés précédemment supposent implici-
tement que la crotte se brise sous l'effet de la charge constituée par la topographie. L'équi-
libre isostatique s’établit alors entre les différents « morceaux » de crotite qui reposent sur le
manteau. Or il s’avere que le comportement rhéologique de I’écorce terrestre jusqu’a la li-
thosphere permet d’envisager des déformations élastiques. Dans ce cas, la flexion élastique
de lalithosphere induit des variations du champ gravitationnel qui doivent étre visibles dans
les anomalies de gravité. Pour rendre compte de ce phénomene, nous allons étudier un mo-
dele physique simple de flexion élastique de la lithospheére dans lequel cette derniere est
supposée se comporter comme une plaque mince.

4.2.2.1 Mise en équation

Considérons une plaque lithosphérique d’épaisseur e;, infiniment étendue dans la di-
rection de &, (Fig. 4.13). Le plan horizontal (OXY) est tel qu’en 'absence de déformation,
les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sont planes, paralleles au plan (OXY), et
de cotes respectives Z = +e;/2 et Z = —e;/2. La crolte d’épaisseur e, et de densité homo-
gene p. forme la partie supérieure de la lithospheére; la quantité e, est donc la profondeur
du Moho lorsque la plaque n’est pas déformée.

Le manteau lithosphérique est également supposé de densité homogene égale a p,, etle
contraste de densité entre le manteau lithosphérique et 'asthénospheére est supposé négli-
geable. La présence d'une topographie constitue une charge pour la lithosphere que nous
supposerons unidimensionnelle. Soit L¢(X) la charge par unité de surface qui s’applique
alors sur la lithosphere, exercant ainsi une contrainte gravitaire. La réponse de I’asthéno-
sphere a la charge transmise par la lithosphere correspond a la poussée d’Archimede.
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Lithosphére e

Pm

Asthénospheére
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FIGURE 4.13 — Déflexion de la lithosphere élastique sous l'effet de charge di a la lithosphere. Cette
derniere est assimilée ici a une plaque mince élastique, d’épaisseur e;, placée au-dessus de 'asthéno-
sphére, de densité p,,. La partie supérieure de la lithosphere est constituée de la crotite d’épaisseur
ec et de densité p.. En dessous de la crotite, le reste de la lithosphere est supposé de densité p,,.

Soit L;(X) la charge par unité de surface exercée sur la base de la lithosphere par ’asthéno-
sphere; cette derniére correspond ici a une contrainte hydrostatique. Le probleme consiste
a déterminer la forme prise par la plaque a I'équilibre et d’en déduire les effets sur le champ
de gravité.

A ce stade, deux hypotheses de travail sont nécessaires pour la validité du modele de
plaque mince :

1. les déformations induites doivent étre de faible amplitude, c’est-a-dire tres inférieures
al’épaisseur e; de la plaque;

2. les longueurs d’onde des effets de charge doivent également étre tres inférieures a
I'épaisseur e;.
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Compte tenu des hypothéses sur lesquelles le modele repose, il est clair que les contraintes
sont essentiellement verticales. Le déplacement de la plaque va donc s’effectuer dans la di-
rection de €7, de facon uniforme pour tous les points de la plaque situés dans un méme plan
vertical. En conséquence, si w désigne le vecteur déplacement alors il peut s’exprimer par :

wX) = -—w(X)éy, (4.33)

avec w(X) > 0 (resp. < 0) lorsque le déplacement a lieu dans la direction des Z < 0 (resp.
> 0). La quantité w correspond ici a la déflexion de la section de la lithosphere dans un plan
vertical.

La théorie de la déformation des plaques minces stipule que I’équation différentielle sa-
tisfaite par la déflexion w dans le cas considéré, est donnée par :

4

w
= Lg(X) = Li(X), (4.34)

D
dx*

ol D est un parametre physique de la plaque, appelé rigidité flexurale.

La rigidité flexurale est liée a deux parametres élastiques de la plaque, a savoir le module
d’Young E mesuré en N m~2, et le coefficient de Poisson v sans dimension par :

Ee;

Ainsi définie, la rigidité flexurale est un parametre physique homogeéne a une énergie (N m)
qui constitue une sorte « d’'inertie » de la flexion de la plaque vis-a-vis de la charge.

4.2.2.2 Réponse harmonique de la lithosphére

Considérons a nouveau une topographie sinusoidale, monochromatique, dont la hau-
teur h; est supposée mesurée depuis la surface supérieure de la lithosphere, et donnée en
un point d’abscisse X par la relation :

h(X) = hy e'*X.

L'hypothese de plaque mince implique que la longueur d’onde A de la topographie soit
grande devant I'épaisseur e; (A > ej). La charge supérieure est constituée par le poids par
unité de surface de la topographie, ce qui se traduit par :

Ls(X) = pe8ahe(X) = pegatn e’ (4.36)

La poussée d’Archimede qui apparait pour compenser cet exces de charge résulte de la dé-
flexion du Moho dans le manteau lithosphérique qui rompt I'équilibre hydrostatique dans
I'asthénosphere. Afin d’obtenir 'expression de la contrainte hydrostatique L;(X), il suffit
d’écrire une équation d’équilibre hydrostatique a la base de la lithosphere en un point déflé-
chi et loin de la zone de déflexion, ce qui se traduit par :

Li(X) + (pclec + w(X) + pmle; — e)) 8o = (pcec + pmler — e + pmw(X)) &a-

Cette relation suppose implicitement la lithosphere incompressible et le champ gravitation-
nel uniforme sur I'épaisseur de la lithosphere. Il en découle :

Li(X) = (pm — pc) 8a W(X). (4.37)
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La combinaison des relations 4.36 et 4.37 avec 'équation différentielle 4.34, permet d’éta-
blir que le déplacement w est sinusoidal, monochromatique, de la forme w; € kX avec une
amplitude w; (k) donnée par :

Pc8am
Dk* + (om — Pc)ga'

wi (k) = (4.38)
La connaissance de la déflexion de I'interface lithosphere/asthénosphere qui est aussi celle
du Moho, va nous permettre de calculer I'effet gravitationnel gqen correspondant. En effet,
les effets de charge et de déflexion sont équivalents a ceux produits par deux couches super-
ficielles de matiere :

1. une couche de densité surfacique os(X) = p. hie'¥¥, de cote Z = +e;/2 qui repré-
sente la charge gravitaire de la topographie au sommet de la crofite;

2. une couche de densité surfacique o;(X) = (o — pm) W1 elkX decote Z = —e. + (€;/2)
qui représente le contraste négatif de densité induit par la déflexion du Moho.

La relation 4.16 permet de déterminer 'effet gravitationnel correspondant qui s’exprime
par:

el

pee 72 (oc = om) wn e k7o) | gikx

8del(X, 2) = 271G

En calculant cet effet a la surface de la lithospheére de cote Z = +¢;/2 avec la relation 4.38, il
vient :

B (om — Pc) 8a e_kec
Dk*+ (pm — Pc) 8a

Le raisonnement précédent peut étre mené de facon complétement similaire pour la litho-

sphere océanique en remplacant la crotite par une couche d’eau. La relation correspondante

s’obtient simplement en remplacant la densité de la crotite par celle de I'’eau et |'épaisseur

de la crofite par la profondeur de I'océan.

8ael(X, Z=4¢;/2) =21 Gp, |1 he(X). (4.39)

La relation 4.39 présente également une certaine analogie formelle avec 'effet gravita-
tionnel d'une topographie compensée selon le modéle d’Airy (cf Tab. 4.1). La différence vient

du facteur:
(om — Pc) &a

- DK*+ (0m — pe) 8a
qu’il est possible d’écrire en fonction d'une longueur d’onde caractéristique Aq.q définie par :

a(k) (4.40)

Adefl = 2n(—)4, (4.41)
(om—pc) 8a
sous la forme suivante :
a(l) = — (4.42)
1+ (Adeﬂ)
A

Muni de cette longueur d’onde caractéristique, les expressions de I’amplitude de la déflexion
et de l'effet gravitationnel de surface deviennent :

w(X) = a)— hx,
m — Pc

(4.43)

gaenl(X, Z = +e;/2) 21Gpc [1 - al) e k] hy(X).
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Le facteur a est d’autant plus proche de 1 que 'effet gravitationnel correspondant s’appa-
rente a celui obtenu dans le cas d'une compensation isostatique d’Airy. Il est donc souvent
appelé degré de compensation isostatique (TURCOTTE et SCHUBERT, 2014). Remarquons que
ce degré vaut exactement 1/2 c’est-a-dire 50 % lorsque A = Agef-

Envisageons a présent les deux cas limites A > Ageq €t A << Agefl-

A
Dans le premier cas : % <1 = a(ld) — 1. Rappelons, de plus, que I'’hypothese de

plaque mince requiert la condition A > ¢; > e, donc ke, <1 = e %¢ — 1. Ce cas limite
correspond a une compensation isostatique d’Airy puisque la déflexion du Moho vérifie pré-
cisément :

Lht(x)’

Pm — Pc

wX) —
et |'effet gravitationnel correspondant est nul.

) Adefl
Dans le deuxiéme cas : ——

> 1 = a(Ad) — 0.La déflexion est alors nulle et I'effet gra-

vitationnel correspond a celui d'un plateau infini de densité p. et d’épaisseur h;(X) puisque
gaen(X, Z = +e112) = 271G p¢ hy(X).

Ce modele indique que la déflexion de la lithosphere reste faible dans les courtes lon-
gueurs d’onde de la topographie. Cette constatation reste encore valable dans le cas ou la
condition A > e; n'est plus respectée, si bien que les effets de courte longueur d’onde ne
sont pas visibles dans 'anomalie de Bouguer. A plus grande longueur d’onde, la situation
s’'inverse et le maintien de la topographie repose sur I'effet combiné des contraintes hydro-
statiques et des contraintes élastiques de cisaillement dans la lithosphére. Une décorrelation
apparait entre 'anomalie a I'air libre et les grandes longueurs d’onde de la topographie. Dans
le cas limite des tres grandes longueurs d’onde, la déflexion et I'effet gravitationnel corres-
pondant s’identifient a ceux rencontrés dans la compensation d’Airy; seules les contraintes
hydrostatiques entrent en jeu dans ce cas.

La gravimétrie permet ici la détermination expérimentale de la rigidité flexurale D a par-
tir de la fonction de transfert entre 'anomalie a Iair libre et le topographie (cf §4.2.1.3), iden-
tifiée a la fonction Fgeq (k) définie par :

Faeni(k) = 2mGpe |1 — a(k) e Fe|. (4.44)
Etant donné les parametres élastiques de la lithosphere (module d’Young E et coefficient

de Poisson v), il est possible d’estimer |’ épaisseur élastique e; de la lithosphére. Prenons des
valeurs typiques de la lithosphére océanique, c’est-a-dire :

D = 2x10*Nm;
E = 70GPa;

1% = 0,25

Pm = 3400kgm™3;
pc = 2700kgm~3;

il vient alors numériquement : e; = 30km et Agen = 460km.
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La compensation isostatique d’Airy opere donc pour les trés grandes longueurs d’onde de la
topographie (1 > 460km). A courte longueur d’onde (30km <« A < 460km), la déflexion est
négligeable et la compensation inopérante. La transition progressive entre ces deux situa-
tions de maintien de la topographie est illustrée sur la figure 4.14 qui représente le graphe
de I’évolution du degré de compensation isostatique en fonction de la longueur d’onde. Ce
dernier passe de 20 % a 80 % pour des longueurs d’onde comprises entre 300 et 700 km.
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FIGURE 4.14 — Degré de compensation isostatique en fonction de la longueur d’onde de la topo-
graphie. La variation monotone croissante de ce degré indique que la topographie est d’autant plus
compensée que sa longueur d’onde est grande. La longueur d’'onde A4eq, égale ici a 460 km, corres-
pond au seuil au-dela duquel le degré de compensation dépasse 50 %, c’est-a-dire lorsque plus de 50
% du maintien de la topographie vient de la compensation isostatique.

Londulation du géoide Ngen(X) qui découle de ce modele s’obtient par a un raisonne-
ment analogue a celui mené au §4.2.1.3 pour la compensation isostatique d’Airy. Pour une
topographie monochromatique /,(X), il vient tous calculs faits :

27WpP;c

Naen(X) = =2 (1= atky =) o (X0.

(4.45)

8a

Pour les longueurs d’onde grandes devant I'épaisseur de la crofite, 'expression précédente

se simplifie en :

2”’;: (1= alk) + ka(k) ey hy(X).

Ngen(X) = (4.46)

a

Remarquons que pour les longueurs d’onde tres supérieures a Ag4eq, le facteur de compensa-
tion a tend vers 1 d’ol1 une expression de 'ondulation identique a celle d’Airy (cf Tab. 4.1) :

27 2mpce
Naen(X) — 2P« kephy(x) = 2P

8a 8a

h(X).
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Autrement, et de fagon générale, le facteur multiplicatif de la topographie dépend de la lon-
gueur d’'onde; il n'y a donc plus proportionnalité entre 'ondulation du géoide et la topogra-
phie.

4.2.3 Isostasie thermique

L'un des succes les plus éclatants de la théorie de I'isostasie, consiste en I’explication du
fonctionnement des dorsales océaniques. Ces derniéres séparent au moins deux plaques li-
thosphériques qui s’éloignent 'une de 'autre sous |'effet de la remontée par convection de
matériaux en provenance de I'asthénosphére. Durant leur parcours, ces matériaux se refroi-
dissent et contribuent a épaissir la lithosphére qui s’enfonce alors progressivement. Les don-
nées bathymétriques montrent que la profondeur de I'océan varie proportionnellement a la
racine carré de la distance a I’axe de la dorsale. Pour une vitesse d’éloignement des plaques
constante, cette distance est elle-méme proportionnelle a I’age de la lithosphere. Par consé-
quent, la profondeur de 'océan s’avere proportionnelle a la racine carré de I'age de la li-
thospheére. Nous allons voir, ci-apres, que cette dépendance s’explique parfaitement a partir
d’'un modeéle mélant conduction de la chaleur et compensation isostatique, appelé isostasie
thermique.

4.2.3.1 Description du modele

Pour simplifier le probléme, nous envisageons ici une dorsale infiniment étendue dans la
direction &y (Fig. 4.15). Chaque section transversale de la lithosphere peut étre considérée
comme une succession de colonnes, soumises a un fort gradient vertical de température.

Axe de la
dorsale

pm

Z

FIGURE 4.15 - Coupe schématique d'une dorsale océanique qui montre le flux de chaleur ascendant.
En s’éloignant de 'axe de la dorsale, la lithospheére se refroidit et subit une subsidence pour rétablir
I'équilibre hydrostatique. Le modele permet de déterminer 1'évolution de la profondeur de I'océan
p(X) le long de I'axe éy en supposant la vitesse V d’expansion de la dorsale constante.



4.2. Géophysique de lalithospheére 91

Nous supposerons en outre que la conduction de la chaleur s’effectue exclusivement
dans la direction verticale (€z) et qu’il n'y a aucun échange thermique dans la direction laté-
rale (€x). Le vecteur & est ici orienté vers la bas. Le sommet de chaque colonne de matiere
se situe a la cote Z = 0. Les colonnes sont également supposées infiniment étendues vers le
bas (Z — +00).

Déterminons tout d’abord la distribution de température T(Z, t) le long d’'une colonne
de matiere. L'équation de diffusion de la chaleur le long de la colonne s’écrit alors :

0;T=x05T, (4.47)

ol1 x est la diffusivité thermique du matériau (unité : m?s™1).

La résolution d’'une telle équation nécessite de fixer les conditions initiales et aux limites.
Nous supposerons la température initiale uniforme dans la colonne, égale a celle de I’asthé-
nosphere T;,, exceptée en surface. Les conditions initiales s’expriment donc par :

VZ>0, T(Z,t=0) T, (4.48)

T(Z=0,t=0)

Ts, (4.49)

ou T est la température de surface.

Cette hypothese se justifie pleinement de par la lenteur de la conduction de la chaleur com-
parée a la convection. La remontée des matériaux en provenance de 1'asthénosphere est
donc beaucoup plus rapide que la perte de chaleur par conduction en surface.

Les conditions aux limites s’expriment par :

Vi>0, T(Z=0,1)

Ts, (4.50)

T(Z — 400, 1) T (4.51)

Lasolution del’équation 4.47 compte tenu des conditions initiales 4.48, 4.49 et des condi-
tions aux limites 4.50, 4.51, s’écrit alors :

TZ,t) =Ty + (Ts — Tp) [l—erf(zjﬂ) , (4.52)
ol « erf» désigne la fonction « erreur » définie pour tout x = 0 par :
erf(x) = —— f e du, (4.53)
Vv Jo

La connaissance de la distribution des températures permet de déterminer celle des densi-
tés. Si la variation de température reste modérée, I'accroissement de la densité di au refroi-
dissement, est proportionnel a la différence de températures. Plus précisément, si p et p,,
désignent les densités obtenues respectivement aux températures T;, et T, alors il vient au
premier ordre :

p=pmll+a(ly,—-T)], (4.54)

ol a désigne le coefficient de dilatation thermique des matériaux de I’écorce terrestre.
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L'accroissement de densité A p(Z, ¢) suite au refroidissement de la température T;, a la tem-
pérature T s’exprime donc par :

Ap(Z, )= p(Z, 1)~ pm = pma (T — T),

d’ou il vient avec la relation 4.52,

Z
Ap(Z,t) = pma(Ty —Ts) [1 - erf( ) (4.55)

2VKt

Cette derniere équation implique effectivement ’accroissement de la densité avec le temps
en un point donné, puisque le facteur p,, a (T, — T;) est positif et la fonction x — erf(x),
croissante et inférieure a un.

L'accroissement de la densité de la colonne de matiére entraine nécessairement sa subsi-
dence pour garantir le maintien de I'équilibre hydrostatique. Soit p(#) la profondeur atteinte
par le sommet de la colonne de matiere a l'instant ¢, suite a 'accroissement de sa densité
de pm a2 pm + Ap. Si S désigne la section de la colonne, la variation de masse due a la subsi-
dence al'issue de laquelle I'’eau a remplacé les matériaux terrestres jusqu’a la profondeur p,
s’exprime par :

(ow — pm) Sp(D),

ol p,, désigne la densité de '’eau de mer.
Cette variation de masse doit étre entierement compensée par ’accroissement global de la
masse de la colonne, lequel est supposé réparti depuis son sommet (Z = 0) jusqu’a sa base

(Z — 4+00); cet accroissement s’exprime par :

+00
f dZAp(Z, 1)S.
0

L'équation qui traduit I’équilibre hydrostatique de la colonne s’écrit donc :

+00
fo Ap(Z,0)SdZ + (pw — pm) Sp(t) = 0.

En isolant la profondeur p(t), il vient :

+00
(om — pw) p(1) zf dema(Tm—Ts)[l—erf(
0

Z
2\/1<_t)

+00
f du2\/ﬁpma(Tm — T) [1 — erf(uw)].
0

Sachant que :

: d f L
]_ — = —,
fo ul erf(u)] N

il vient finalement I’équation d’évolution temporelle de la profondeur de I'océan :

Kt  Om
pt) =2a(Ty —T)\| ———. (4.56)
T Om— Pw
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4.2.3.2 Bathymétrie et ondulation du géoide sur les dorsales

L'équation 4.56 confirme la dépendance de la profondeur avec la racine carré du temps.
Si V désigne la vitesse d’éloignement des plaques lithosphériques, supposée constante, alors
la distance d parcourue par une colonne de matiere a I'instant #, est simplement égale a V' t.
La relation 4.56 traduit donc également la proportionnalité de la bathymétrie avec la racine

carré de la distance d :
p(t) ~vd(1).

Le graphe donnant I’évolution de la profondeur de I'océan en fonction de la distance a I’axe
de la dorsale (resp. en fonction de ’age de la lithosphere) est donné sur la figure 4.16. Il a été
tracé pour les valeurs des parametres géophysiques suivantes :

Pm = 3,3x103kgm~3;
Pw = 1,02x103kgm™3;
a = 3x107°K1;
Tn,—-Ts = 1,3x103K;

K = 1x10%m?s7!;
|4 = 50 mm/an.

Temps ¢ (10° ans)

60 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Profondeur p (km)

0 L L L L L L L . L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Distance d (km)

FIGURE 4.16 — Graphe de I'évolution de la profondeur de I'océan en fonction de la distance a I’axe
d’une dorsale océanique et, de fagon équivalente, en fonction de 1'age de la lithosphere.
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Ce graphe montre typiquement une profondeur océanique comprise entre 3 et 4 km a
5000 km de I’axe de la dorsale pour une lithosphere agée de 100 millions d’années. En réalité,
la dépendance de la bathymétrie avec I’age de la lithosphere océanique - ou, de facon équi-
valente, avec la distance a I’axe de la dorsale — disparait apres seulement quelques milliers
de kilometres au — dela de I'axe de la dorsale. La profondeur tend alors a rester constante.
Ce phénomene résulte vraisemblablement du flux permanent de chaleur sous la lithosphere
océanique qui limite le refroidissement de cette derniere.

Déterminons a présent 'ondulation du géoide N;iq le long d'un profil orthogonal a I’axe
de la dorsale. La modélisation qui consiste a considérer la lithosphére océanique comme
une succession de colonnes de matiere de densités croissantes, surmontées d’eau de mer,
et en équilibre hydrostatique, s’apparente a celle de la compensation de Pratt généralisée
(cf §4.2.1.3). Nous avons d’ores et déja, établi I'expression de I'ondulation du géoide dans le
cas d'une topographie sinusoidale parfaitement compensée selon le modele de Pratt (cf Tab. 4.1),
et de longueur d’'onde A trés grande comparée a la profondeur de compensation e (1 > e,).
Autrement dit, si Ap;(Z) désigne la variation de densité nécessaire pour la compensation
de la topographie de hauteur 1;(X) = hy e'*X alors, 'ondulation du géoide N(X) s’exprime
par:

N(X) =

27G( [° ;
( dZ'Ap\(Z)) Z’) el kX,
g(l —é€c
En remarquant que 'amplitude de cette ondulation est indépendante de k, il est possible de
généraliser I'expression précédente au cas d'une topographie quelconque en ajoutant toutes

les contributions de ses composantes spectrales. Il vient alors :

2nG
N(X) =

8a

0
( dZ' Ap (X, Z) Z’).

—ec

Dans le cas d'une colonne de matiere de lithospheére océanique, les variations latérales de
densité proviennent :

— du contraste de densités causé par le remplacement des roches par I'’eau de mer jus-
qu’a la profondeur p, suite a la subsidence;

— del’accroissement de densité A p suite au refroidissement.

En tenant compte de ces deux phénomenes et sachant que chaque colonne est supposée
infiniment étendue vers le bas (Z > 0), 'expression de 'ondulation du géoide N;iq au point
d’abscisse X = V t s’écrit :

2nG
Nyiq(X) =

0 0
f dZ(pw—pm)Z+f dZAp(Z, X)Z|.
p(X) +00

8a

En toute rigueur, la borne inférieure de la seconde intégrale impliquée dans cette relation,
devrait étre limitée a une profondeur p,,, tres inférieure a la plus petite longueur d’onde
Amin observable pour les variations latérales de densité A p(Z, X). En fait, la décroissance
tres rapide de la fonction Z — Ap(Z, X) avec la profondeur Z permet de confondre avec
une tres bonne approximation les intégrales :

0 0
f dZAp(Z, X)Z:f dZAp(Z, X) Z.
max +o00o
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Il vient ensuite, en passant, a une expression en fonction du temps ¢ :

s [azlt-enz72))
2 *pomal ) +00 er 2Vkt

2nG
Nryiq(t) =

a

Sachant que :

+00 1
f duull-erf(u)] = -,
0 4
et compte tenu de la relation 4.56, il vient, tous calculs faits :

2n G 2a (T, — T)
Nea() = = =2 ppat (T — Te) x |1 — m— 2)Pm) (4.57)

8a Pm — Ps

Londulation du géoide varie donc linéairement avec I’dge de la lithosphere, en supposant
une ondulation nulle a 'axe de la dorsale. Un évaluation numérique du coefficient de pro-
portionnalité, a partir des parametres géophysiques définis précédemment, conduit une va-
leur négative égale 2 —1,6 x 10"! m/10% ans. C’est donc un creusement du géoide qui est ob-
servé qui peut atteindre 32 m au bout de 200 millions d’années, c’est-a-dire a 10 000 km de
I’axe de la dorsale (cf Fig. 4.16).

Le modele de refroidissement de la lithosphere utilisé ici, confirme donc de fagon écla-
tante la dépendance en /7 (ou V/d) de la profondeur océanique depuis I'axe de la dorsale.
Lobservation du creusement du géoide, a I’échelle régionale, fournit alors un indicateur du
mécanisme de contraintes mis en jeu pour soutenir la lithosphére océanique depuis sa gé-
nération au niveau de la dorsale. Il est clair que le mécanisme réel résulte de la contribution
d’effets combinés de flexion élastique et de compensation isostatique, qui marquent de fa-
con différente la carte des ondulations du géoide. La réalisation de modeles de géoide de
qualité, a une échelle régionale, constitue ici un enjeu crucial pour la compréhension des
phénomenes géophysiques, qui se manifestent au niveau des dorsales océaniques.

4.2.4 Retour sur les grandes longueurs d’onde du géoide

A ce stade, nous avons étudié les ondulations du géoide engendrées par des phénomenes
—tels la compensation isostatique et la flexion —, qui affectent la lithosphere. Les grandes lon-
gueurs d’'onde des ondulations du géoide (> e, 14¢f1) apparaissent alors proportionnelles a
celles de la topographie. La question qui se pose ensuite est de savoir si cette relation se
maintient pour les trés grandes longueurs d’onde, c’est-a-dire de I'ordre du rayon terrestre
de la Terre. Puisque l'atténuation des grandes longueurs d’onde avec la distance a la source
est faible, il est envisageable que méme des phénomenes profonds influencent de maniére
tangible les ondulations du géoide.

Le développement des modeles sismologiques globaux au milieu des années 80 a per-
mis d’apporter des éléments de réponse. Ces modeles ont révélé des variations latérales des
vitesses de propagation des ondes sismiques dans le manteau, ou anomalies de vitesse, asso-
ciées a des anomalies thermiques. Ces dernieres sont supposées a l'origine des mouvements
de convection de matiere dans le manteau. Ces anomalies de vitesse signalent également
des anomalies de densité, qui leur sont proportionnelles en premiére approximation. Si un
exces local de masse cause théoriquement une déflexion de la surface du géoide, I’amplitude
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de cette derniére peut étre atténuée par les défauts de masse successifs engendrés par le flé-
chissement des couches de matiere dans I'écorce terrestre, déformées justement par I'exces
de masse. Cet effet dépend non seulement de I'extension et de la localisation de 'exces de
masse, mais aussi de la viscosité des matériaux qui composent les couches successives.

En considérant une distribution de densité déduite des modeéles sismologiques, le pro-
bléme direct du calcul du déplacement vertical des couches de matiere peut étre formulé
completement étant donné les profils internes de viscosité. Les ondulations du géoide s’en
déduisent alors aisément. A I'inverse, il est possible d’ajuster les valeurs des profils de den-
sité pour qu’ils coincident avec les observations des ondulations du géoide. Les résultats de
ce probleme inverse indiquent que les degrés harmoniques de degré inférieur a 8 — c’est-a-
dire de longueur d’onde supérieur a 5 000 km - s’ajustent convenablement avec une réduc-
tion de variance de 70 a 80 %. Un tel ajustement s’effectue au prix d'une augmentation du
contraste de viscosité entre le manteau supérieur et inférieur de 1 a 2 ordres de grandeur.
Le modéle Prelimary Reference Earth Model (PREM) (DZIEWONSKI et ANDERSON, 1981) si-
tue la limite entre le manteau inférieur et supérieur vers 670 km de profondeur. Cet exemple
illustre comment I'interprétation des tres grandes longueurs d’onde du géoide permet d’affi-
ner nos connaissance des parametres physiques de I'intérieur de la Terre a I’échelle du man-
teau, d’'ou I'importance de mesurer ces derniéres plus précisément possible.

4.3 Variations temporelles de la gravité

Tout instrument de mesure de la pesanteur immobile a la surface de la Terre, enregistre
des variations dans le temps de la pesanteur, qui résultent de phénomenes géophysiques
et astronomiques, périodiques, non périodiques voire subits tel un séisme ou une éruption
volcanique. Deux approches sont alors possibles : la premiére consiste a modéliser ces va-
riations des mesures gravimétriques afin de ne conserver que la partie statique exploitable
dans les applications en géodésie et géophysique; la seconde étudie systématiquement ces
variations en vue d’en tirer des informations sur les transferts de masse a la surface et a I'in-
térieur de la Terre. Le terme de pesanteur peut donc étre entendu suivant deux acceptions
différentes — pesanteur « statique » ou « dynamique » — selon que les parties variables sont
intégrées ou non a la définition de cette derniere.

Nous allons examiner ci-apres, a I’aide de modeles physiques simples, les effets dyna-
miques induits sur la pesanteur par les marées terrestres, le rebond post-glaciaire et les va-
riations des parametres de la rotation de la Terre, sans oublier d’évoquer les marées océa-
niques, atmosphériques et les phénomenes de surcharge, plus largement détaillés dans Boy
(2007). 11 s’agit de montrer ici I'intérét de la mesure des variations temporelles de la pesan-
teur et leur utilisation en géophysique.

4.3.1 Marées terrestres

Le mouvement orbital de la Terre autour du Soleil résulte, pour I’essentiel, de la compen-
sation qui s’opere entre l'attraction gravitationnelle luni-solaire et la force d’inertie centri-
fuge. 1l s’agit ici d'un mouvement d’ensemble correspondant a celui-du centre de masse de
la Terre. En revanche, 'attraction gravitationnelle luni-solaire ne s’exerce pas de facon uni-
forme de sorte que les éléments de matiere terrestre subissent une force résiduelle dite « de
marée », qui dépend de la position relative de la Terre, du Soleil et de la Lune.
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Ce mouvement relatif, couplé a la rotation de la Terre sur elle-méme, font que la force
de marée en un point donné résulte d’'une combinaison de contributions périodiques dont
les fréquences se répartissent, par ordre d'importance décroissante, autour de 2 cycles/jour,
1 cycle/jour et 0 cycle/jour. Ces contributions correspondent respectivement a des périodes
semi-diurne, diurne et de longue période. Les gammes de fréquences qui correspondent aux
périodes semi-diurne et diurne sont respectivement :

1. [2 - 3,2+ 15| cycles/jour;

2. [1 -1, 1+ ] cycles/jour.

La gamme «longue période » s’étend de 1 cycle/18,6 ans a 1 cycle/10 jours avec des fré-
quences dominantes qui valent, respectivement, 1 et 2 cycles/an, 1 et 2 cycles/maois, et enfin,
1 cycle/18,6 ans.

Les forces de marée constituent donc des excitations périodiques qui vont entrainer des
déformations de la Terre et des océans. Le calcul des déformations nécessite, en particulier,
I’expression de la force de marée qui peut étre déduite de celle d'un potentiel gravitationnel
que nous allons a présent étudier.

4.3.1.1 Potentiel de marée

Considérons, en premiere approche, le potentiel gravitationnel V (xp) créé en un point
P de la Terre par la Lune seule, supposée ponctuelle. Soient M} la masse de la Lune et x; le
rayon vecteur de la Lune. L'expression de V (xp) s’écrit d’apres la loi de Newton 2.2 :

GM;

Vixp)= ————.
Sl Pa——

(4.58)
Soient (Ap, Op, rp) et (A1, 01, r1) les coordonnées sphériques respectives des points P et L.
D’apreés la relation 2.32, il est possible de donner une expression du potentiel 4.58 sous la
forme d'une décomposition en harmoniques sphériques :

A1 GM,; T 1 +1 1
Vixp) = 2k Z( ) y (r—”) Y™ (A, 00) Y™ (Ap,0p). (4.59)

L'accélération gravitationnelle de la Lune dérive directement de ce potentiel. Tous les termes
du développement qui dépendent de la position du point P, c’est-a-dire de Ap, Op et rp vont
donc contribuer a cette accélération gravitationnelle.

Interprétons physiquement les termes de plus bas degré du potentiel 4.59. Le terme de
degré 0 étant constant, aucune action mécanique n’en dérive; sa prise en compte n’est donc
pas nécessaire. Parmi les termes de degré 1, figure le terme r Y10 proportionnel a r cosfp
donc a la cote Zp du point P. La composante verticale de la force qui en dérive est donc
constante. Les deux autres termes de degré 1, r Ylil, sont proportionnels respectivement
aux termes r sinfp et AP c’est-a-dire 2 Xp + i Yp ol Xp et Yp sont les deux autres coordon-
nées cartésiennes du point P. Les composantes horizontales de la force qui dérivent de ces
termes sont donc également constantes. Finalement, les termes de degré 1 engendre une
force constante en tout point de la Terre qui correspond exactement a la force d’inertie cen-
trifuge, qui permet le mouvement relatif orbital de la Terre et de la Lune.
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Un calcul plus poussé de la résultante des forces par unité de volume qui s’exerce sur la

Terre, nécessite ’évaluation de l'intégrale de volume f p(xp) V V (xp) d>xp. Ce dernier
Terre
montre que, dans le cas d'une Terre a symétrie sphérique, aucune contribution addition-

nelle a la résultante n’est créée par des termes de degré strictement supérieur a 1.

En outre, dans le cas du couple Terre/Lune, le rapport rp/r; est de 'ordre de 1/60 en ad-
mettant r; = 3,8410° km et rp = 6,37110° km. Lerreur relative commise en négligeant les
termes de degré strictement supérieur a 2 dans |'expression 4.59 est donc au plus de 1,7 %.
Avec ces considérations, le potentiel qui résulte de la différence entre I’attraction gravitation-
nelle de la Lune et ’accélération centrifuge de la Terre, s’exprime par :

5 Z Yzm* (Ar,01) ng (Ap,0p).

4JTGML (rp)z +2
m=-2

L

Ce dernier constitue le potentiel de marée de la Lune a la surface de la Terre. Mis sous une
forme plus classique, le potentiel de marée V,,,, peut s’écrire :

rp\2 &
Vi(P) = Re (;”) Y Co Y™ (AL, 01) Y5 (Ap,0p) |, (4.60)

m=0

ou la relation de définition des coefficients du potentiel de marée s’écrit :

ArGMra®> (1, m=0,
_ 2rYPLe { 1 (4.61)

2
Sry
et a désigne le rayon moyen de la Terre.

La troncature du développement au degré 2 est encore plus pertinente dans le cas du couple
Terre/Soleil. De plus, le rapport M/r3 dans le cas du Soleil vaut environ 0,46 fois celui de la
Lune, si bien que les coefficients des marées solaires sont deux fois moins grands que ceux
des marées lunaires.

La dépendance temporelle du potentiel de marée vient du mouvement de la Lune par
rapport au repere terrestre dans lequel les coordonnées du point P et de la Lune sont ex-
primées. Plus précisément, les quantités r; — donc C,, — et 0 varient selon le mouvement
orbital de la Lune et la longitude Ap est, en plus, influencée par la rotation de la Terre. Si
ar(t) désigne I'ascension droite de la Lune a un instant ¢ alors la longitude A; s’exprime, a
une constante additive pres, par:

AL(t) = ar(t) - Qt,
ou Q) désigne la vitesse angulaire de rotation de la Terre.
La dépendance en temps se porte donc sur le terme Y,”* qui peut s'écrire :
Y, (AL, 01) = Y™ (ar,07) e ™,

Le potentiel de marée avec une dépendance temporelle explicite s’exprime donc par :

Vi(P) = Re

P2 & i _
(;P) Z Cm Yzm (ar,0;1) elmQthm (Ap,Bp) | .
m=0
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Le développement ci-dessus fait apparaitre explicitement trois fréquences angulaires do-
minantes Q/n (m =2), Q/(2x) (m=1) et 0 (m = 0) qui correspondent respectivement aux
termes semi-diurne, diurne et longue période. Ces termes sont modulés par des facteurs va-
riables dans le temps, périodiques, de la forme C,, Yzm* (ar,01). Les fréquences qui entrent
en jeu dans ces facteurs de modulation sont liées aux mouvements orbitaux de la Terre et
de la Lune; ils correspondent donc aux termes de «longues périodes » dont les fréquences
sont comprises entre 1 cycle/18,6 ans et 1 cycle/10 jours. Le spectre temporel du potentiel
de marée dans ce modele, est donc constitué de trois bandes de fréquences centrées respec-
tivement sur les fréquences 0, Q et 2Q). Pour préciser encore les variations temporelles du
potentiel de marée, considérons la décomposition en série de Fourier du terme périodique
Cn Y, (ar,01) sous la forme :

Cm Yzm* (aL,QL) — Z Gm(w/) el (a)'t+q)w/),
w/

ol ' est une basse fréquence de la gamme des «longues périodes » (0’ < Q) et G, (w"), Dy,
respectivement I'amplitude et la phase a I'origine du terme de fréquence w'.

Le potentiel de marée s’exprime alors par :

2 2 o
(%)) Z Z Gm(w') el((w +mQ) t+0,) Yzm Ap,0p) |, (4.62)

m=0 @’

Vi(P) = Re

avec w’ < Q.

Le potentiel de marée au point P et a I'instant ¢ résulte donc de la contribution de termes
périodiques V/ (xp, ), de fréquences w = w' + mQ=mQ, m=0,1, 2, delaforme:

2 ,
Viewe, 0 = k(2) 7" Ap,0p) €1, (4.63)
a

ol k désigne une constante de proportionnalité.

Ces derniers se répartissent selon trois bandes de fréquences disjointes et une dépendance
spatiale proportionnelle a 7’12J Y2m (Ap,0p).

4.3.1.2 Réponse mécanique de la Terre aux marées

D’un point de vue mécanique, les marées engendrent des forces d’excitation périodiques
sur le corps terrestre. La réponse de ce corps peut étre étudiée en se donnant des parametres
rhéologiques et en résolvant I'équation du mouvement de chaque volume élémentaire qui
constitue le solide. Plus précisément, soit s(xp, t) le vecteur mesurant le déplacement du
point P a l'instant ¢ sous l'effet des marées modélisées par le potentiel de marée V/(xp, t)
(cf Eq. 4.63). Ce déplacement obéit & une équation aux dérivées partielles qui découlent de
la seconde loi de Newton, et s’écrit :

pdts:fi+pvvt’, (4.64)

ou p désigne la densité au point P, et f; la résultante des contraintes internes a la Terre au
point P et dépend donc de sa rhéologie. L'utilisation d'un modéle de Terre permet d’exprimer
mathématiquement la résultante f; sous la forme d’une loi de force de la forme :

fixp, 1) = L (s(xp,1),1),

ol Z est un opérateur différentiel qui traduit le comportement rhéologique de la Terre.
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Larésolution de cette équation requiert également des conditions aux limites qui consistent,
en général, a annuler les contraintes normales a la surface de la Terre.

La recherche des solutions périodiques en temps de I’équation sans second membre
p0:s = ZL(s(xp,1),1), revient a déterminer les modes propres d’oscillation de la Terre, dont
la mesure expérimentale est plutot du ressort de la sismologie. Le probleme mathématique
de la résolution de I'’équation compléte peut devenir complexe suivant le type d’excitation.
Aussi, allons-nous seulement I’envisager dans le cas simple d'une Terre immobile, a symétrie
sphérique. Cette simplification permet de comprendre le principe de calcul sans obscurcir
le propos par un formalisme excessif. Remarquons, tout d’abord, que la force d’excitation
Iy v V{ est proportionnelle au gradient de rf) Y;" (Ap,0p), c'est-a-dire ala somme :

2, Y+ AV Y,

rp
Avec nos hypotheses, la solution de I’équation 4.64 doit nécessairement comporter une com-
binaison linéaire des vecteurs &, Y,”" et dgY,”, c’est-a-dire une partie radiale dans la direc-
tion de &, proportionnelle a V; et une partie horizontale dans le plan (éy, &,), combinaison
linéaire des vecteurs &, 0g V/ et €10, V/. Le déplacement mesuré a partir de la spheére rp = a
s’exprime alors en fonction de deux nombres sans dimension & et [, appelés nombres de
Love, par :

l l
+é9—69Vt’| +é '
8a

wmat O g ingy MWl 469

h
s(Ap,Op,rp=a,t) = era Vt’|rp=a

ou g, estla pesanteur moyenne a la surface de la Terre.

La déformation de la Terre induit une modification de la distribution de densité d’ot1 une
perturbation du potentiel gravitationnel V7. Dans le cas présent, la perturbation est déter-
minée grace au troisiéme nombre de Love k par la relation :

Vr(Ap,0p,rp=a,t) = k V| (4.66)

rp=a’

De facon générale, les effets de marée sur le déplacement et le potentiel sont déterminés
al’aide de combinaisons linéaires des nombres de Love h, [ et k. Pour une Terre immobile,
a symétrie sphérique, les trois nombres de Love sont indépendants de I'ordre m et quasi-
ment constants a toutes les fréquences. Une fois mesurés par des observations, ils peuvent
étre comparés a leurs expressions théoriques pour estimer, entre autres, les densités et pa-
rametres élastiques de la Terre. Il est clair que 'utilisation des nombres de Love apporte en
définitive peu de contraintes a I'inverse de la sismologie, qui peut compter sur pas moins de
1 000 modes propres pour réaliser les mémes estimations. Néanmoins, I'étude des marées
permet I'exploration des basses fréquences temporelles, ce que la sismologie ne permet pas.
Or, ce domaine fréquentiel concerne trés précisément les comportements anélastiques des
matériaux terrestres qui ne sont pas observables autrement. La connaissance des marées
s’avere encore plus cruciale lorsqu’il s’agit de corriger des mesures gravimétriques, chose
que nous allons étudier a présent.
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4.3.1.3 Perturbation des mesures gravimétriques par les marées

Les phénomeénes de marée perturbent les mesures du champ de gravité de par :

1. les variations du potentiel gravitationnel dues a I'attraction luni-solaire;

2. le déplacement de la surface sur laquelle repose le gravimetre dans le champ gravita-
tionnel d’origine.

Envisageons ces deux effets séparément pour ce qui concerne la composante radiale du
champ de gravité a partir d'un point P tel que rp = a.

Tout d’abord, le potentiel de marée (cf Eq. 4.61) induit une attraction gravitationnelle
dontl'intensité T peut s’exprimer par :

T, = -0, Vt"rp:a’
d’ouil résulte : )
T === V|0 (4.67)

En outre, une perturbation du potentiel gravitationnel provient de la redistribution de masse
due au déplacement de la surface terrestre. La perturbation de potentiel est donnée par
I’équation 4.66 sur la sphére rp = a. En dehors de cette spheére (rp > a), cette perturba-
tion reste harmonique; le probléme se ramene donc a la résolution de I'’équation de Laplace
V2Vr =0avec Vr(rp = a,t) = k V| donné. Une solution convenable doit étre propor-
tionnelle au terme :

rp=a

k (%)3 Y, (Ap,0p) €',

. 3.
Dans ce cas, nécessairement : 0, Vr = —— V. Leffet sur 'accélération gravitationnelle s’ex-
_ r
prime alors par T, = — 0, VT|r:a’ d’ou:
3 - 3 ,
T = Vrl,_, = _kV [ (4.68)

Pour évaluer, a présent, la variation de gravité consécutive au déplacement de I'instru-
ment de mesure, il suffit de déterminer la variation de I'accélération gravitationnelle de la

Terre GMr/rp suite au déplacement radial donné par (h/g,) V/ | rp=a SOIL:
GMr h _, 2GMr h _,
6,- r2 — tlrpza == a3 — tlrpza’
P Jrp=a 8a 8a

d’ot1 avec g, = GM7/a?, I'expression du terme gravitationnel correspondant :

2h
a

T3 = (4.69)

|
tirp=a-

En appelant g 'accélération de marée résultante des effets de marée, il vient a partir des
équations 4.67, 4.68 et 4.69 :

=a"’

2 3
gé:T1+T2+T3:—E(1—§k+h) Vt,|rp
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Cet effet est directement proportionnel au potentiel de marée V/|  _ .Enappelant§ le fac-
p=a
teur gravimétrique défini par :
3
0= 1—§k+h, (4.70)
il vient :
2 !
g=--0V |rpma- (4.71)

Les nombres de Love et le facteur gravimétrique prennent les valeurs typiques suivantes :

= 0,6;
0,085;
0,3;
~ 1,16.

u

S o~
0

Puisque h > [, les mouvements verticaux induits par les marées sont d’amplitude plus grande
que les mouvement horizontaux. Remarquons également que le facteur gravimétrique est
proche de 1, qui correspond a la valeur obtenue pour une Terre rigide. Une compensation
partielle s’'opere donc entre les effets gravitationnels induits par le déplacement vertical et
la perturbation du potentiel V7. Outre des variations de la gravité, les marées induisent la
déformation de la Terre, ainsi que le basculement et le déplacement de sa surface avec les
valeurs typiques ci-apres :

Accélération = 60uGal;
Déformation =~ 1078;
Basculement = 0,04"d’arc;

Déplacement < 1m.

Ces effets sont globalement de faible amplitude dans le cadre du modele simple de marées
terrestres envisagé ici. En réalité, une étude plus raffinée des marées requiert la prise en
compte d’effets locaux telles la topographie, la rotation et I'ellipticité de la Terre et enfin la
forte contribution des marées océaniques.

Les marées océaniques se manifestent aux mémes fréquences que les marées terrestres
et engendrent deux phénomenes principaux :

— une pression sur la surface terrestre, correspondant a une surpression a marée haute
et une dépression a marée basse; cette pression s’appelle surcharge océanique;

— un transfert de masse qui entraine une modification de la gravité.

La modélisation des surcharges océaniques suppose la connaissance préalable d'un modele
de marée, puis le calcul des effets de charge a partir d'une équation analogue a 4.64. Les
surcharges océaniques augmentent le déplacement de la surface terrestre d’environ 5 %.
Ces effets accroissent cependant le basculement et la déformation de fagon plus sensible en
zone cotiére — jusqu’'a 100 % —. La rotation et l'ellipticité influencent plutot faiblement les
amplitudes des effets de marée — a (1/300)¢ pres en relatif —; I'influence la plus marquante
reste I'apparition de variations des nombres de Love avec la fréquence. Enfin, les marées
et surcharges dues a I’atmosphere participent également aux contraintes appliquées sur la
surface de la Terre a hauteur de 1 %.
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4.3.2 Rebond post-glaciaire

Durant la derniere période glaciaire, d’énormes quantités de glace se sont accumulées
sur le Canada et I'actuelle Scandinavie atteignant des épaisseurs de 3 a 4 km. Les calottes de
glace ont constitué des charges qui ont alors déformé |’écorce terrestre, depuis la lithosphere
élastique jusqu’al’asthénosphere. Elles ont ensuite commencé a fondre il y a 22000 ans pour
disparaitre complétement en 13000 ans. Apres le retrait des glaciers, I’écorce terrestre a pro-
gressivement repris sa forme initiale par un rebond élastique suivi de la relaxation visqueuse
des contraintes de cisaillement, accumulées dans I’asthénosphere lors du retrait des glaces.
Le phénomene de rebond post-glaciaire débuté il y a plus de 9000 ans, continue encore au-
jourd’hui. La comparaison des vitesses de surrection avec celles prédites par les modeles de
rebond, ont permis notamment ’estimation de la viscosité du manteau. Nous nous propo-
sons de donner le principe de cette estimation a partir d'un modele physique trés simple.

4.3.2.1 Modéele simple de rebond

Nous supposerons la Terre constituée par un matériau homogene, incompressible, dont
la rhéologie correspond a celle d'un solide visco-élastique de Maxwell, défini par la viscosité
n (unité: PasouN m~2s) etle parametre de Lamé y (unité: N m~2). Dans un repere (OXY 2),
ce matériau remplit initialement le demi-espace Z < 0 (Fig. 4.17).

t<0 z
eY{keZ O-gl()(’t)
.......................................................... 0€b—>eX }
PN
VA4
t>0
. Ae,
........................................................... Y Eb_)
0 €x le(Xl’ X
PN

FIGURE 4.17 — Modélisation du rebond post-glaciaire et mise en équation. Avant le rebond (¢ < 0), la
calotte glaciaire surmonte un matériau incompressible infiniment étendu, de densité p, de viscosité
n et dont le premier parametre de Lamé est noté u. Cette derniére est supposée disparaitre instanta-
nément a ¢t = 0. Le probléme consiste a déterminer le déplacement vertical de la surface de la Terre
wz (X, t) apres le retrait des glaces (¢ > 0).
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Pour simplifier, nous envisageons une déformation de la surface de la Terre invariante
par translation suivant la direction de éy. Le vecteur-déplacement de la surface de la Terre
w est supposé de la forme :

w=wxX,Z, tex+wz(X,Z t)é,.

Le vecteur w n’a donc pas de composante suivant €y. En outre, toutes les dérivées partielles
par rapport a Y des grandeurs physiques impliquées dans ce probléme seront nulles.

Le probleme revient ici a la détermination de la composante verticale du vecteur w, soit
wx (X, Z, 1) suite au retrait des glaces modélisées par la topographie sinusoidale hg(X) =
hi e'*X avec k > 0. La distribution de masse 0g correspondante est supposée surfacique et
donnée al'instant ¢ par:

j kX
pg h €’ t<0
4.72
0 (4.72)

ag](X,t):{ tZO )

ou pg désigne la densité de la glace.

Le vecteur-déplacement w est impliqué dans deux équations fondamentales : la relation
contrainte/déformation et la seconde loi de Newton. Nous commencerons la recherche de
I’équation d’évolution de w en supposant le matériau seulement élastique. Le passage au cas
d’'un matériau visco-élastique pourra s’effectuer a I'aide d'un principe de correspondance.

Soit tle tenseur d’ordre 2 des contraintes, désigné par son élément générique ¢;;. La re-
lation entre contrainte et déformation permet de lier les éléments du tenseur t aux compo-
santes (wy, wy, wz) du déplacement par :

tij=—P&ij+p(0;wj+0;w;), (4.73)

ou P désigne la pression locale, i, j = X, Y, Y, 6l-j =1sii = jetO0sinon.

La seconde loi de Newton appliquée a un élément de matiere appartenant au matériau,
supposé de densité p s’écrit :
po:w = V.t, (4.74)

ou V.t désigne le vecteur dont la composante i est définie par :

- 3
(V.t)i - k;ak tei. (4.75)

Le matériau étant supposé incompressible, le vecteur-déplacement satisfait la relation
de « conservation » :
V.w:OXwX+0ywy+02wZ:0. (4.76)

Le rebond étant un phénomene lent, il est raisonnable de considérer le matériau dans un
état quasi-stationnaire, ce qui entraine :

atw = 0.
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Larelation 4.74 s’écrit alors comme une relation d’équilibre :

V.t=0. 4.77)

Exprimons le deuxieme terme de cette équation a partir de la relation 4.73; il vient alors étant
donné la relation 0;.0;(...) = 0;0(...):

N 3
(V.t)i (=0 POk + 0 0 wi + 0; Wi))
k=1

= —6iP+y(Zaikwi+6izakwk)
k k
= —aiP+p(V2wi+6i$.w).

Le seconde loi de Newton 4.77, compte-tenu de la relation précédente, s’écrit alors :

—$p+yv2w+u$($.w) = 0. (4.78)

Apres simplification étant donné I'incompressibilité du matériau (cf Eq. 4.76), 'équation
précédente établit entre la pression P et le vecteur-déplacement w la relation suivante :

VP=uvViw. (4.79)

Les équations 4.76 et 4.79 constituent un jeu d’équations aux dérivées partielles couplées
desquelles il faut tirer I'expression du vecteur-déplacement w.

Tout probleme de résolution d’équations aux dérivées partielles nécessite la connais-
sance de conditions aux limites, en particulier sur le plan Z = 0. La pression extérieure
Py(X, 1) qui s’applique sur ce plan fixe tout d’abord la contrainte verticale, ce qui se traduit
par:

tzz = —Py(X, 1),

d’ou, a partir de la relation 4.73, la condition aux limites sur la pression :

P(X,Z=0,1) -2pudzwx(X,Z=0,1t) = Py(X, 1). (4.80)

En outre, aucune contrainte de cisaillement ne s’applique sur le plan Z = 0; il vient donc :
txz =0,
d’ot1 une seconde condition aux limites déduit de la relation 4.73 :
Ooxwz(X,Z=0,1)+0,wx(X,Z=0,t) =0. (4.81)

Enfin, aucune divergence ne doit affecter des grandeurs lorsque Z tend vers —oo, ce qui
constitue une ultime condition aux limites.
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La pression extérieure Py exercée verticalement sur la surface de la Terre comprend la
force par unité de surface engendrée par le poids des glaces, soit littéralement, o (X, 1) g, et
celle provenant du poids des matériaux terrestres situés au-dessus de la cote Z = 0, qui s’ex-
prime par pgwz(X, Z =0, t), ou p désigne la densité des matériaux terrestres. La pression
Py s’exprime finalement par :

Py(X, 1) = og(X,0)g + pgwz(X, Z=0, 1). (4.82)

Remarquons que si wz < 0, le terme p g w(X, Z =0, t) correspond a une dépression, cau-
sée par I’absence de matiere.

Exploitons a présent les relations 4.76 et 4.79 en vue de déterminer la pression P et le
déplacement w. En premier lieu, la relation d’incompressibilité 4.76 implique 1'existence

d’un vecteur ® dont w constitue le rotationnel, c’est-a-dire tel que :

w:?x(D.

Sachant que wy = 0etdy(...) = 0, il vient en développant la relation précédente :

wx -07Py;

+0X(Dy.

wz

ol Dy est la composante suivant &y du vecteur ®.

Autrement dit, il existe une fonction scalaire ¢(X, Z, ) définie par ¢ = — Dy, liée aux com-
posantes wyx et wy du vecteur w par :

wx +0z¢; (4.83)

wyz —0x¢. (4.84)

En calculant, en second lieu, le rotationnel de chaque membre de I’équation 4.79, il vient
pour le premier membre :
VxVP=0,

et pour le second membre, sachant que i est supposé constant,
V x (uV2w) = ,LLVZ(V x w),
d’ou il résulte :

v2 (? x w) - 0. (4.85)

Seule la composante de V x w suivant éy est non nulle, égale a 0 wxy — 0x wz. D’aprés la
relation 4.85 précédente :
VZ (az Wx — OX wz) =0.



4.3. Variations temporelles de la gravité 107

En explicitant cette derniere relation compte tenu de 4.83 et 4.84, il vient une équation dite
biharmonique, qui n’est autre que 1’'équation aux dérivées partielles satisfaite par la fonc-
tion ¢ :
4 2 a2 4 _
(07277 +20%x 07 + Oxxxx) ¢ = 0. (4.86)

Il est clair que la détermination de la fonction ¢ entraine immédiatement celle des compo-
santes du vecteur-déplacement w grace aux relations 4.83 et 4.84.

Il nous faut a présent une équation plus simple donnant la pression, ce qui peut étre
obtenu en prenant la divergence de chaque membre de I'équation 4.79 :

—_— —

V.V P =V (uviw) = pv?(V.w) =0
=0
Il en résulte I'’équation de Laplace pour le pression :

V2P =0. (4.87)

Les conditions aux limites 4.80 et 4.81 s’expriment a présent en fonction de ¢ par les deux
relations :

P(X,Z2=0,1) +2,u6§(2</)(X,Z:0, t) Py(X, 1), (4.88)

0%,0(X, Z=0,1) 0% xP(X, Z=0,1). (4.89)

La dépendance de la topographie glaciaire étant en e?*X (cf Eq. 4.72), nous cherchons
des solutions qui préservent cette dépendance, autrement dit, de la forme :

P(X,Z, 1) P(Z, pe'kX.: (4.90)

O(X, Z, 1) o(X, pelkX, 4.91)

oll P(Z, t) et ¢(X, t) sont des amplitudes complexes a déterminer.

Il sera toujours possible ensuite d’étudier une topographie plus complexe a partir de sa
transformée de Fourier en considérant les solutions précédentes comme des réponses har-
moniques.

Les équations aux amplitudes P(Z, t) et ¢ (X, t) s’ obtiennent alors trés simplement a par-
tir des relations 4.87 et 4.86 en remplacant I'opérateur « 0x » par « x i k »; il vient alors :

0,P = K*P; (4.92)

Il
e

0%,,, - 2k*0%, + k') & (4.93)
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Les conditions aux limites 4.88 et 4.89 concernent a présent les amplitudes complexes P et
¢; elles s’écrivent :

P(Z=0,)+2uikdzp(Z=0,1 k> Po(t); (4.94)

05,,(Z=0,1) = -kK*p(Z=0,0, (4.95)
o1 Py désigne I'amplitude de la pression P, telle que Py(X, 1) = Py(t) e X,

Les solutions générales des équations 4.92 et 4.93, compte tenu des conditions aux limites
4.88 et 4.89, s’expriment par :

Pz 1 K?Po(1) eF2, (4.96)

O(Z, 1) = Po(t) (1 - kZ) el (4.97)
ol 50 (7) est une amplitude complexe a déterminer.
La solution en e”*Z a délibérément été écartée de par sa divergence lorsque Z tend vers — oco.

A ce stade, nous pouvons d’ores et déja exprimer la forme générale des solutions en pres-
sion et déplacement qui s’écrivent, d’apres les relations 4.83 et 4.84 :

P(X,Z,0) = Py(t)er=e'FX; (4.98)
wx(X, Z, 1) = —¢y(t) k> Ze*% e * X, (4.99)
wz(X,Z,t) = —¢y()ik(Q-kZ)eel*X, (4.100)

En exprimant la projection suivant éx de I’équation 4.79, et étant donné les relations 4.98 —
4.100 précédentes, il vient :

lkﬁo(t) ekZeikX — _zuao(n k3 ekZ eikX’

d’ouil résulte : )
— 1 —
1) = - Py(1).
o (1) 2R o(?)

En utilisant la relation précédente dans 4.100, il vient :

Po(t) - 1
0l jikx _ —— Py(X, b).

X,Z=0,0)=—
wel YT 20k

Finalement, compte tenu de la relation 4.82, I'expression du déplacement vertical de la sur-
face terrestre s’exprime par :

X, Z=0,1) =—- .
wz( ) JukTpg

(4.101)
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En supposant la fonte des calottes glaciaires terminée a ¢ = 0 (cf Eq. 4.72), I'équation d’évo-
lution de w  devient :

h
——zpig ! elkX si r<o
wy(X,Z=0,1) = HE+pPE (4.102)

0 si >0

Cette dernieére relation indique que, sous 'effet de la charge des calottes glaciaires, la surface
de la Terre défléchit (wz < 0) jusqu’a ce que les forces de pression verticales s’équilibrent.
Dans le cas d'un milieu seulement élastique envisagé ici, la déflexion disparait « brusque-
ment » dés la disparition des glaces.

Lexpression du déplacement vertical dans le cas d'un solide visco-élastique de Maxwell
peut s’obtenir aisément a 1'aide d’'un principe de correspondance qui relie les parametres
de Lamé d’'un milieu élastique et d'un milieu visco-élastique. La relation 4.101 qui lie le dé-
placement vertical wy et la densité surfacique de masse g reste encore valable lorsque la
densité surfacique varie sinusoidalement dans le temps.

Considérons donc des variations temporelles sinusoidales, de pulsation w, pour la den-
sité surfacique oy et étudions la réponse de la surface terrestre en terme de déplacement
vertical (réponse harmonique). En appelant o4 (X) et wz(X) les amplitudes complexes de la
densité surfacique o et du déplacement vertical wy, il vient :

oa(X, ) = Tg(X)e'®; (4.103)

wz(X,Z=0,1 W (X) et (4.104)

Dans le cas d’'un milieu purement élastique, la relation entre les deux amplitudes og (X) et
wz(X) s’écrit d’apres 4.101 : B
g Ugl(X )

wz(X)=——7"—.
wz(X) 2k +pg

Le principe de correspondance stipule que la relation précédente reste valable dans le cas
d’'un milieu visco-€élastique, a condition de remplacer le paramétre de Lamé u par le para-
metre complexe u défini par :
— lw
ulw) =pu | (4.105)
iw+ —

ol 1 représente la viscosité du milieu.

La connaissance de la réponse harmonique permet de revenir a une expression dans le
domaine temporel de I'équation 4.101 en remplagant la multiplication par le facteur « i w »
par 'opérateur « 0; ».



110 Chapitre 4. Gravimétrie et Terre solide

En partant de la relation :

O4(X
Wy(X) = — (g.'o'gl( )

)

w
pktrg
iw+ —
n
il vient, tous calculs faits, I’équation aux dérivées partielles en w; donnée par :

2p

(2uk+pg) o, + pg% wy(X,Z=0,1) = —g|o, + %) og(X, 1). (4.106)

Il suffit a présent de résoudre 1'équation 4.106 avec la distribution surfacique de masse
0g (X, t) décrite par I'équation 4.72. Envisageons le cas ¢ < 0. En supposant les calottes gla-
ciaires établies depuis suffisamment longtemps pour qu’il n'y ait plus de subsidence, il est
légitime de poser 0; wz = 0 dans I’équation 4.106. Il en résulte :

1 .
wz(X,Z2=0,1) = _%hl ek Xt <o. (4.107)

Cette relation traduit simplement un équilibre isostatique entre la charge constituée par les
calottes glaciaires (pg h; g €' kX) et la poussée d’Archimede du milieu (p wy g).

Alinstant ¢ = 0, la distribution surfacique 0g subit une discontinuité égale a :
i kX
—pghige' ™.
Pour évaluer la conséquence de cette discontinuité sur le déplacement vertical, il suffit d’éva-
luer I'intégrale membre @ membre de I’équation 4.106 sur un intervalle temporel [—¢, +¢],
€>0, centré en ¢t = 0. Il vient, tous calculs faits :

X,Z=0,t=+¢) — X, Z=0,t=- +€
(2uk + pg) 2! &) — wzl & P8R X, Z=0, tYal
2¢€ n J-e
0o (X, t=+€) —0q (X, t = —¢) e
= g2 g B g (x, 1)t
2¢€ n J-e
qui peut encore s’écrire :
+€
(2uk+pg) (wWz(X, Z=0, t=+8) — wz(X, Z=0, t = —¢)) +2ep;7ﬂ wy(X, Z=0, 1) dt
—&

+€
=—g(og X, t=+¢) —0g(X, t=—¢)) — 2£gf oq(X,t)dr.
—E&

Les discontinuités étant d’amplitude finie, I’équation précédente aprés passage a la limite
lorsque € — 0" devient :

Cuk+pg)(wz(X,Z2=0,t=0") - wz(X,Z=0,t=07)) = —-g(og(X,t=0)
- og(X,1=07)).

Compte tenu des relations :

0g (X, t=0") —0g(X,t=0") —pghige' ¥,

_ 1 :
wy(X,Z=0,t=0") ppg hy et kX
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il vient finalement I'expression du déplacement vertical juste apres le retrait total des glaces :

wz(X,Z=0,t=0") = __Pe8 _ Pd hye' kX, (4.108)

2uk+pg p

Cette relation indique que la surface de la Terre subit un sursaut vers le haut a I'instant £ = 0
égal a:
Pgl & hyelkX

—_— 4.109
2uk+pg ( )

Envisageons enfin I'évolution ultérieure du profil de la surface de la Terre (¢ > 0) avec
la condition initiale 4.108. La charge des calottes glaciaires étant nulle (og = 0), I'équation
4.106 se réduit a I'expression suivante :

pgu

diwy(X, Z=0,1) = ——LEL
t n(2uk+pg)

wz(X,Z=0,1).

La fonction y : t— wz(X, Z =0, t) est solution d'une équation différentielle linéaire, du

premier ordre, de la forme :
dy 1

dt B Treb y’

avec la condition initiale y(0) = wz(X, Z =0, t = 0") et la constante de temps T, définie
par:

2uk +
Trp(k) = LEET P8 (4.110)
I
Le déplacement recherché s’exprime finalement par :
, t
wz(X,Z=0,1) = &—@) hle’kXexp(— ), t>0. (4.111)
2uk+pg P Treb

Pour interpréter le phénomene de rebond dans sa globalité, évaluons ce déplacement a
partir des valeurs typiques suivantes :

0 5x103kgm™3;
g 10ms_2;
u = IOHNm_Z;

u

U

il vient tout d’abord :
pPg

T2 x5x10'm™
I

En considérant que les longueurs d’'onde typiques de la topographie glaciaire (1) sont tres

courtes devant le rayon de la Terre (6400km), il vient I'inégalité :

27 -6, ~1

1<6,4x10°m = k>»>——"_~10°%m
6,4 x 106
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Ainsi, pour les longueurs d’onde réalistes de la topographie glaciaire, I'inégalité uk > pg >
pgg est-elle toujours vérifiée. Il en résulte une simplification de la constante de temps Tep
et de 'expression du déplacement vertical qui deviennent respectivement :

2uk
Treb(k) = it ; (4.112)
npg
Pgl ikX J
wy(X,Z=0,1) = ——hye exp(— ), t>0. (4.113)
P Treb

Avant le fonte des calottes glaciaires (¢ < 0), la surface terrestre subit une dépression

. . Pglhy N - R .
égale a T8I ik X Juste apres la fonte (¢ = 0), le rebond élastique entraine une surrection

de la surface de la Terre inférieure a la profondeur de la dépression puisque d’amplitude
(cfEq. 4.109)
Pgl & _Ppggh  pggh
2uk+pg - 2kp < o

Ensuite (¢ > 0), la profondeur de la dépression diminue exponentiellement, jusqu’a ce
que la surface terrestre redevienne horizontale, puisque :

wz—0 pour t— +oo.

La constante de temps Tep de cette diminution, est liée a la viscosité via le temps de relaxa-
tion 7 du solide de Maxwell défini par :

T = (4.114)

n
u
Il vient en effet :

2uk
pE

L'estimation expérimentale de la constante de temps du rebond post-glaciaire conduit donc
naturellement a des estimations de la viscosité des matériaux de 1'écorce terrestre. Cette
constante dépend également de k et donc de la longueur d’onde de la topographie glaciaire
en place avant la fonte. Pour une topographie plus réaliste, résultat de la contribution de
plusieurs composantes spectrales, il s’avere que les composantes de plus grande longueur
d’onde sont celles les plus rapidement atténuées (cf Eq. 4.115). Le phénomene de rebond
s’accompagne donc d'une déformation du profil topographique de la surface en plus d'une
diminution de son amplitude.

4.3.2.2 Effet sur 'anomalie a l’air libre

Une fois les calottes glaciaires disparues, 'anomalie a l’air libre observable résulte de la
contribution gravitationnelle du défaut de masse liée a la déflexion de la surface terrestre.
Cette derniere étant d’amplitude tres inférieure au rayon de la Terre, il est possible de mo-
déliser le défaut de masse au point (X, Y, Z = 0), a l'instant ¢, par la densité surfacique de
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masse, a variation sinusoidale selon X, égale a o 4ep (X, 1)
lation 4.113, il vient :

pwz(X,Z =0, t). D’apres la re-

t Pol . ,
Taep X, 1) exp| | = o P e =~ py e,

Treb

ce qui indique que la distribution surfacique donnée par le membre de droite est sinusoidale
monochromatique. D’apres la relation 4.16, I'effet gravitationnel d’'une telle distribution en
un point P(X, Y, Z) au-dessus de la surface de la Terre est donné par :

—2nGpgh e k2 glkX,

L'anomalie a I'air libre Agpa qui résulte de la distribution o 4ep s'exprime donc au point P
par:

: t
AgeA(X, Z, 1) = =21 Gpg e KZ gikX exp (— ) (4.116)
Treb

L'ondulation du géoide Nyep s'en déduit aisément a ’aide de la relation :

’

1
Ngep(X, 1) = —— ngFA(Xy Z',ndZz'
§

Z=0
d’ouil vient: P
T . t
Ngep(X, 1) = _ P hy et *X exp (— ) (4.117)
gk Treb

Cette théorie prédit donc une décroissance exponentielle de 'amplitude initiale de I’ano-
malie a I'air libre et du géoide avec la constante de temps 74ep. Il est clair qu'une fraction
de 'amplitude des anomalies a Iair libre négatives, provient vraisemblablement du rebond
post-glaciaire (Fig. 4.18, p. 114). D’autres phénomenes géophysiques, telle la convection
dans le manteau, ont vraisemblablement un impact similaire sur I’anomalie a I'air libre ou
I'ondulation du géoide. Des observations supplémentaires sont donc indispensables pour
estimer plus précisément les parametres physiques impliqués dans ce phénomene.
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FIGURE 4.18 — Anomalie a I'air libre sur la baie d’'Hudson au Canada, extraite du modéele WGM2012
(BONVALOT et al., 2012). Les fortes valeurs négatives de cette anomalie proviendraient en partie de la
dépression laissée par le retrait des calottes glaciaires.

Carte produite a I'aide du logiciel GMT
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Parmi ces observations, la cartographie des anciennes plages demeurent un moyen fiable
pour évaluer le taux de surrection suite au rebond post-glaciaire et estimer les profils de vis-
cosité jusqu'a 1000 km (cf Fig. 4.19, p. 116). En outre, les mesures du taux de variation du
facteur J» (estimé entre —2 x 10~ an™! et =3 x 107!! an™!), des variations séculaires de la
vitesse de rotation de la Terre (cf §4.3.3) et, de facon générale, des déplacements verticaux et
horizontaux de la surface de la Terre obtenus par géodésie spatiale et a partir de réseaux de
gravimetres absolus (cf Chap. 5), fournissent des observations qui intégrent indirectement
les effets du rebond post-glaciaire. Enfin, I'étude de I’évolution du niveau des mers a partir
des observations des marégraphes doit absolument prendre en compte le phénomene de
rebond. Pour s’en convaincre, évaluons la vitesse de surrection due au rebond post-glaciaire
pour une valeur de viscosité de = 10?! Pas communément admise pour le manteau supé-
rieur (profondeur > 670 km).

Le vitesse de surrection 0w s’obtient en dérivant par rapport au temps ’équation 4.113.
Il en résulte :

h . t
oiwz(X,Z=0,0 = Pe 1 el kX exp (— ) (4.118)
P Tdep Treb

Il s’agit donc d’une vitesse a variation sinusoidale en X dont ’amplitude Ve, (#) a l'instant ¢
s’exprime par :

h t
Viep (1) = 22 exp (— ) (4.119)
P Tdep Treb

A partir des valeurs numériques ci-apres :

p = 5x10°kgm3,
pg ~ 9,2x10°kgm3,
g = IOms_Z,

u = 1011Nm_2,
n = 10°)Nm™?s,
hy =~ 3,5x10°m,

les vitesses de surrection pour trois longueurs d’onde A de la topographie glaciaire ont été cal-
culées et rassemblées dans le tableau 4.2 (cf p. 116).
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FIGURE 4.19 — Vue du rocher de Loévgrunde situé a 200 km au nord de Stockholm en Suede. Suite
au rebond post-glaciaire, ce rocher est remontée de 2,3 m depuis son premier marquage réalisé par
Celsius! en 1731, ce qui correspond a une vitesse de surrection de 8,3 mm/an (83 cm/siécle). La carte
des iso-valeurs des vitesses de surrection dues au rebond post-glaciaire sur la Scandinavie, a été réa-

lisée d’apres le modele « NKG2005LU ».
Droits réservés ©VAN CAMP et al. (2011), ©Lantmiditeriet (Sweden), Steffen Holger, 2013.
I Anders Celsius, astronome suédois, 1701 — 1744.

A (km) 1 10 100 1000
T v (siecle) 3
Treb (siecle) 8x10* | 8x10% | 8x10% | 8x 10!

Vieb(t =0) (m/siecle) || 8x1073 | 8x1072 | 8x 107! 8

Vieb (actuel) (m/siecle) || 8x1073 | 8x 1072 | 7x 107! 3

TABLEAU 4.2 — Amplitudes des vitesses de surrection suite au rebond post-glaciaire calculées pour
différentes longueurs d’onde de la topographie glaciaire et une épaisseur de 3,5 km. Le calcul a été
réalisé juste apres la fonte des glaces (¢ = 0) et a I'époque actuelle (¢ = 90 siecles). Comme prévu, la
vitesse de surrection augmente avec la longueur d’onde, passant de 8 mm/siecle a 8 m/siecle lorsque
lalongueur d’onde varie de 1 a 1 000 km. A 100 km de longueur d’onde, la vitesse atteint 70 cm/siécle,
soit 0,7 mm/an al’époque actuelle. Cette vitesse de surrection ne peut étre négligée lors de la mesure
de la variation du niveau des mers estimée entre 1,5 et 2 mm/an.
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L'analyse des vitesses de surrection indique tres clairement que pour des longueurs d’onde
réalistes de la topographie glaciaire, le taux de surrection de la surface de la Terre suite au re-
bond post-glaciaire peut atteindre, voire dépasser, 1 mm/an, c’est-a-dire au moins 50 % de
la vitesse estimée de I'élévation du niveau des mers (2 mm/an). Il s’agit donc la d’'une er-
reur systématique a corriger sur les mesures des marégraphes.

L'étude menée précédemment sur les vitesses de surrection peut étre réalisée de la méme
facon pour 'anomalie a I'air libre de surface et 'ondulation du géoide. En dérivant par rap-
port au temps les relations 4.116 et 4.117, il vient :

2nGpg h t .
0:Agr(X, Z2=0,1) = il Sie exp (——) el kX, (4.120)
Treb Treb
2n1Gpg h t .
0t Ngep(X, 1) = bl oY exp (— ) et kX, (4.121)
gkTrep Treb

Dans le cadre de ce modeéle simplifié, les résultats numériques (cf Tab. 4.3) indiquent que les
variations temporelles de I’anomalie a 'air libre due au rebond post-glaciaire restent infé-
rieures a 1 mGal/siécle soit 10 uGal/an. Les ondulations du géoide varient également avec
un taux tres faible inférieur a 10 cm/siecle, soit 0,1 mm/an. Il s’agit donc la de variations de
tres petites amplitudes, détectables seulement dans les séries temporelles de la pesanteur,
mesurées par des gravimetres de haute sensibilité (cf §5.1.4).

A (km) 1 10 100 1000
0, A gra(t = 0) (uGal/siecle) 1,7 1,7x10" | 1,7x10% | 1,7x103
8¢ A gra(factuel) (uGal/siecle) 1,7 1,7x10' | 1,5x10> | 5,5x10?
0; Ngep (t = 0) (m/siecle) 2,7x1077 | 2,7x107° | 2,7x1073 | 2,7x 107!
0t Ndeb (factuel) (m/siecle) 2,7x1077 | 2,7x107° | 2,4x 1073 | 8,7x 1072

TABLEAU 4.3 — Variations temporelles de 'anomalie a I'air libre et de 'ondulation du géoide suite au
rebond post-glaciaire juste apres la fonte des glaces (¢ = 0) et al’époque actuelle (¢ = 90 siécles). Ces
variations sont respectivement inférieures a 1 mGal/siecle pour I'anomalie a I'air libre et 10 cm/siécle
pour 'ondulation du géoide.
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La modélisation plus raffinée du phénomene de rebond post-glaciaire, nécessite la prise
en compte d’autres parametres tels :

— la sphéricité de la Terre;

— la compressibilité des matériaux terrestres;

— la variation du champ gravitationnel avec la profondeur;

— lavariation radiale des parametres rhéologiques : parametres de Lamé et viscosité;
— l'accroissement de la surcharge océanique due a la fonte des glaces;

— la distribution réelle des calottes glaciaires.

La plupart des modeles s’accordent sur la viscosité du manteau supérieur (= 10%! Pas). En
revanche, les estimations du facteur d’accroissement de la viscosité lors du passage du man-
teau supérieur au manteau inférieur aux environs de 670 km de profondeur, sont beaucoup
plus dispersées, variant de 4 — 5 a 10, voire 100.

4.3.3 Rotation de la Terre

La plupart des informations relatées dans ce qui suit, est tirée de I'ouvrage de synthese
remarquable sur la rotation de la Terre publié par BiZzOUARD (2014). La rotation terrestre
comporte des fluctuations qui impactent a la fois sa vitesse angulaire de rotation et la di-
rection de son axe de rotation. En I'absence de toute perturbation, la Terre effectuerait un
mouvement de rotation autour d'un axe fixe incliné de 23° 26’ par rapport a I’axe des poles
de l'écliptique, au rythme d’'une rotation en 23 h 56 min 4,10 s. Des phénomeénes d’origine
externe - telle I'attraction luni-solaire — ou liés a des transferts de masse a l'intérieur de la
Terre et au voisinage de sa surface, déreglent ce mouvement de facon suffisamment sen-
sible pour étre décelable avec notre technologie actuelle. Le développement des horloges
atomiques et des techniques de la géodésie spatiale — notamment 'interférométrie a tres
longue base (Very Long Baseline Interferometry (VLBI)), la détermination d’orbite et le radio
- positionnement intégré par satellite (Doppler Orbitography Radio Integrated System (DO-
RIS)), la télémétrie laser sur satellite (Satellite Laser Ranging (SLR)), ainsi que les systémes
de radio-positionnement par satellite (Global Navigation Satellite System (GNSS)) — a per-
mis le raffinement de la mesure des fluctuations de la rotation terrestre et ouvert la voie de
recherches sur les causes physiques de ces dernieres.

Les deux phénomenes physiques liés a la rotation de la Terre qui entrainent des change-
ments de la pesanteur observables sur ’accélération centrifuge, sont le mouvement du pole
- ou polhodie - et la variation de la vitesse de rotation de la Terre. Ces phénomenes sont
mesurés lors de I’évaluation des parametres d’orientation de la Terre qui comprennent no-
tamment la position du pole et la durée du jour. Des valeurs actualisées de ces parametres
sont fournies par le service international pour la rotation de la Terre et les systemes de réfé-
rence (International Earth Rotation and Reference Systems Service (IERS)) fondé al'initiative
de I'union astronomique internationale (International Astronomical Union (IAS)) et 'union
internationale de géodésie et géophysique (IUGG). Nous proposons d’évaluer 'amplitude
des variations de la pesanteur causées par ces deux phénomenes.

4.3.3.1 Mouvement du pole

Vu depuis I'espace depuis un repére inertiel, I’axe de rotation de la Terre décrit un cone
autour de 'axe des poles de I'écliptique d’angle au sommet de 23° 26’, a une vitesse angu-
laire de I'ordre de 50 secondes d’arc par an; ce phénomene est la précession des équinoxes
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dont la périodicité est de 25800 ans. Ce mouvement est modulé par des oscillations régu-
lieres de I'axe de rotation appelées nutations, dont 'amplitude reste inférieure a la minute
d’arc. La mécanique newtonienne explique parfaitement la précession et le terme principal
de la nutation — de période 18,6 ans et d’amplitude 10" — comme résultant de I’attraction
gravitationnelle luni-solaire sur le bourrelet équatorial d'une Terre ellipsoidale de révolution
completement rigide. La découverte de nombreux autres termes de nutation de faible am-
plitude — < 0,05" — liés a la non-rigidité de la Terre, a été obtenue grace aux techniques de
géodésie spatiale. Elle a conduit a rechercher diverses causes géophysiques tels la présence
du noyau externe liquide, 1’élasticité du manteau et les transferts de masse d’origine hydro-
logique et atmosphérique qui influencent par ailleurs la gravité.

Cependant, le mouvement de I’axe des poles dans I'espace ne modifie pas 1'accélération
centrifuge puisque la distance du point de mesure a '’axe de pole reste inchangée. C’est une
autre conséquence de 'action gravitationnelle luni-solaire sur le bourrelet équatorial qui af-
fecte plus sensiblement la pesanteur. Sous I'effet de cette action, I’axe de rotation de la Terre
rigide, s’il n'est pas confondu avec I’axe principal d’inertie polaire effectue une rotation uni-
forme de fréquence proportionnelle a Iellipticité dynamique (cf Eq. 3.31) et évaluée a 1 cycle
tous les 304 jours. Ce phénomene entraine le péle dans un mouvement oscillatoire d’am-
plitude indéterminée, qui affecte directement la latitude et donc 'accélération centrifuge.
Loscillation principale, identifiée par I'astronome américain Chandler® en 1891, a une am-
plitude de 0,2" et une périodicité de 430 jours, allongée 126 jours par rapport a celle calculée
pour une Terre rigide. L'oscillation de Chandler est accompagnée d’une oscillation annuelle
de 0,1" attribuée a des transferts saisonniers de masses atmosphériques et hydrologiques.
D’autres oscillations du pole ont été observées depuis les travaux de Chandler, dont une vue
d’ensemble est donnée dans le tableau 4.4, p. 121.

Le mouvement du pdle est entierement déterminé par ses coordonnées x, et yj,, qui
correspondent respectivement aux cosinus — directeurs de ’axe de rotation de la Terre par
rapport aux axes horizontaux (Ox) et (Oy) du repere terrestre (Fig. 4.20, p. 120). En un point
de la Terre de longitude A, et de colatitude 0y, le mouvement de pdle entraine une variation
de la colatitude qui prend alors la valeur 8§ donnée par :

0 = 0g + xp cos Ay + yp sindy. (4.122)
La variation du potentiel centrifuge & V. (cf Eq. 3.1) engendrée par la variation de latitude
0 — 6y au point P(Ay, 6y, rp), est donnée par :
8 Ve(xp) = 5 Q% sinBy cosby (0 — 0y) = r5 Q% sinby cosby (x cos g + yp sin o),
ol Q est la vitesse angulaire de rotation de la Terre.

Leffet sur la pesanteur peut étre estimé en calculant la variation § gps1e d’accélération dans
la direction radiale. Il vient alors :

8 gpole ~ 0y (8 Ve(xp)) = 219 Q? sinfp cosby (x, cosAg + yp sindy).

3. Seth Carlo Chandler, 1846 — 1913.
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FIGURE 4.20 — Trajectoire du péle de 1900 a nos jours obtenue par filtrage des coordonnées du pole
Xp et yp. Le pole géographique a pour coordonnées (0, 0) et correspond a la position moyenne du pole
vers 1900. Aujourd’hui, I'incertitude sur la position du poble est de 0,1 mas. Elle n’était que de 50 mas
au début du 20°.

Droits réservés ©BIZOUARD (2014).

Tous calculs faits, la variation de la pesanteur §gpsle consécutive au mouvement du pole
s’exprime par :
8 gpole ~ To Q7 sin20y (xp cosAg + yp sin ). (4.123)

L'amplitude maximale de cet effet 6 gmax peut donc étre estimée par la relation suivante :
8 gmax = aQ® max (|xpl, 1ypl), (4.124)
ol a désigne le rayon moyen de la Terre.

Larelation 4.124 a été utilisée avec les amplitudes du mouvement du pole répertoriées dans
le tableau 4.4, p. 121, pour estimer I’effet maximal induit par le mouvement du pole sur la
pesanteur. Les valeurs obtenues indiquent trés clairement que les effets induits par le mou-
vement du pole ont une amplitude de I'ordre du microgal. Il est bien entendu que les phé-
nomenes géophysiques impliqués dans le mouvement du podle, engendrent également des
transferts de masse internes et externes, qui modifient 'attraction gravitationnelle. A ce ni-
veau d’amplitude, la séparation des sources des variations de la gravité devient plutot diffi-
cile, tant les phénomenes géophysiques sont synchrones et liés.
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Phénomeéne Amplitude Cause probable Effet induit

Mode propre de la Terre modifié par

Tezn‘ne de Char‘ldler ; 900 mas la présence du bourrelet équatorial 3,3 yGal
période = 430 jours et
I'excitation hydro-atmosphérique

Terme saisonnier 100 mas Excitation hydro-atmosphérique 1,6 uGal
Dérive séculaire 4 mas/an | Rebond post-glaciaire 6,6 x 1072 uGal/an
T de Markowitz; e -

eirrne ¢ Varkowitz 20 mas Origine inconnue 3,3x107! pGal
période = 30 ans
Termes inter-annuels;
période = 500 jours a 10 mas Excitation hydro-atmosphérique 1,6 x 107! uGal

10 ans

Ecart nutation P e
Elasticité du manteau & ellipticité

réelle/nutation Terre 50 mas . 8,2x 107! uGal
. du noyau fluide
rigide
Fluctuati ides; o L. _
uc tations r?pl ©s 2 mas Excitation hydro-atmosphérique 3,3 x 1072 uGal
période < 100 jours
T di t .
ermes diurnes e 1 mas Marées océaniques 1,6 x 1072 uGal

semi-diurnes

TABLEAU 4.4 — Tableau récapitulatif des effets observés dans le mouvement du péle accompagnés
de leurs amplitudes et de leurs causes probables (BiZzOUARD, 2014). U'amplitude de ces effets varie
entre 1 et 200 mas (1 mas = 1 milliseconde d’arc = 0,001"), ce qui correspond a une variation de la
pesanteur comprise entre 0,016 et 3,3 uGal. Les calculs de I'effet induit ont été réalisés avec le rayon
moyen a = 6371 x 103 m et la vitesse angulaire de rotation Q = 7,292115 x 107> rad/s.
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4.3.3.2 Variations de la vitesse de rotation terrestre

La vitesse angulaire de la rotation de la Terre subit également des fluctuations qui im-
pactent directement ’accélération centrifuge (Fig. 4.21). De nos jours, ces irrégularités de la
vitesse sont étudiées en comparant le temps U T1 déterminé par I'lERS a partir de 'observa-
tion des quasars extra-galactiques et le temps T AI, ou Temps Atomique International déter-
miné par le Bureau International des Poids et Mesures (BIPM) a partir de plus d'une centaine
d’horloges atomiques répartie dans le monde entier. La rotation terrestre subit en premier
lieu une décélération séculaire (= 2 ms/siecle) due a un couple de freinage qui résulte de
phénomenes de dissipation dans la Terre solide et de friction dans les mers peu profondes.
En second lieu, sont observées des variations décennales et saisonnieres (cf Tab. 4.5) attri-
buées respectivement au noyau fluide et a ’action des vents. Enfin, les déformations dues
a 'attraction luni-solaire modifient le moment cinétique axial de la Terre qui entraine une
modification de la durée du jour (0,5 ms) a la période lunaire de 13,66 jours. Cet effet étant
parfaitement modélisé, il est corrigé au titre d'un effet systématique de la rotation terrestre.

durée du jour
45

4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
15
1.0
£ 05
0.0
-0.5
-1.0
-1.5
-2.0
-2.5
-3.0
A I N I . A " I L A . I .

35E4 P P A N N N N N N N N N
1830.00 1870.00 1910.00 1950.00 1990.00

— JPL LOD

FIGURE 4.21 — Variation a long terme de la durée du jour déterminée a partir d’observations op-
tiques. Cette série a été générée a partir du site http://piers.obspm.fr/eop-pc (Observatoire de
Paris et laboratoire SYstémes de Référence Temps — Espace (SYRTE)).

Droits réservés ©Jet Propulsion Laboratory (JPL).

L'étude des irrégularités de la rotation terrestre s’appuie sur la mesure de la durée du
jour ou Length Of Day (LOD). Dans I'échelle de temps TAI, la durée du jour nominale est
de LODy = 86400s pour une vitesse angulaire de rotation Qy = 7,292115 107 rad/s. Sila
vitesse angulaire de rotation de la Terre varie de 6Q, alors la variation de la durée du jour
correspondante 6 LOD s’exprime par :

SLOD _ 6Q
LODy Qo'

(4.125)
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Toute variation 62 de la vitesse de rotation terrestre engendre une variation 6 V, du potentiel
centrifuge, qui s’exprime au point P (A, 6y, ro par :

5VC(xp) = rg Qo SiIl2 90 590.

Cette variation de potentiel entraine une variation de la pesanteur estimée en calculant la
composante radiale 6 gy, donnée par :

08rot = 0, (Ve(xp)) =210Q0 sin® 09 0Q.

Exprimée a partir de la variation relative de la durée du jour (cf Eq. 4.125), la relation précé-

dente devient :
0LOD

LODy’

8grot = —279Q3 sin® 6 (4.126)

Leffet maximum 0 gnax induit par la rotation sur la pesanteur peut donc s’estimer par :

, 8LOD

08max = 2aQ 10Dy’

(4.127)

ol a désigne le rayon terrestre moyen.

Cet effet a été calculé pour les différentes valeurs de fluctuation de la durée du jour ras-
semblées dans le tableau 4.5. Les résultats indiquent qu’il est inférieur d'un ordre de gran-
deur a I’'amplitude des effets induits par le mouvement du péle. Comme dans le cas du mou-
vement du pole, I'étude de cet effet sur la pesanteur est quelque peu brouillée puisque cer-
tains phénomenes a I'origine des fluctuations de la rotation, tels les effets combinés de 'hy-
drologie et ’atmosphere, entrainent également des transferts de masse. L'interprétation des
séries temporelles de la pesanteur se doit de tenir compte, dans la mesure du possible, de
cette intrication des causes de fluctuation de la pesanteur.

Phénomene 0 LOD Cause probable Effet induit
s ogs . - . -1
Allongement séculaire 2 II‘l\S par Frlctlon hydrologique et dissipation 1,6 x 10
siecle interne pGal/siecle
Variations dé 1
ariations decenhaies 2ms Couplage noyau fluide/manteau 1,6 x 10! uGal

(> 10 ans)

1mspar | Marées + effet

-2
an hydro-atmosphérique 7,8 x107° uGal/an

Variations saisonnieres

Variations mensuelles

. 0,5 ms Marées luni-solaires 3,9x 1072 pGal
et bimensuelles

TABLEAU 4.5 — Tableau récapitulatif des effets observés dans les fluctuations de la rotation terrestre.
Ces fluctuations sont exprimés en terme de variations de la durée du jour 6 LOD, et accompagnées
de leurs causes probables (BiZOUARD, 2014). Lamplitude de ces effets varie entre 0,5 et 2 ms (1 ms =
1073 s = 1078 LODy soit 0,01 ppm), ce qui correspond a une variation de la pesanteur comprise entre
0,039 et 0,16 uGal. Les calculs de I'effet induit ont été réalisés avec le rayon moyen a = 6371 x 103 m
et la vitesse angulaire de rotation Q = 7,292115 x 1075 rad/s.






Chapitre 5

Vers la cartographie « haute résolution »
du champ de gravité

« Le beaucoup savoir apporte l'occasion
de plus douter »

Montaigne
Essais

LA gravimétrie actuelle dispose de tout un arsenal de techniques d’ac-
quisition pour mesurer la gravité depuis les terres, les mers, les airs et
I'espace extra-terrestre. Les données acquises servent a 1’élaboration de
modeles globaux de la gravité; elles enrichissent également des bases de
données de plus en plus étoffées, qui contiennent a la fois des données
ponctuelles et des séries temporelles gravimétriques.

La grande diversité des techniques d’acquisition pourrait suggérer que la
couverture gravimétrique deviendra sous peu globale et exhaustive, a la
fois dans I’espace et le temps. S’il est vrai que la gravimétrie spatiale fournit
des données globales et réitérées dans le temps, leur résolution spatiale
reste néanmoins limitée par I'altitude du lever. Les données acquises par
ailleurs sur la surface terrestre, n’assurent pas une couverture homogene,
notamment sur les zones littorales et en région montagneuse. Enfin, les
mesures en fond de mer, pourtant capitales pour la connaissance du champ
de gravité global, sont clairsemées de par les difficultés posées par leur
acquisition.

Ce bilan suggere qu'il existe des niches pour une nouvelle gravimétrie mo-
bile « rapprochée », capable de pallier les insuffisances des méthodes ac-
tuelles. Ce sont ces niches dont il est question dans ce chapitre, apres un
inventaire détaillé des données gravimétriques et des techniques d’acquisi-
tion disponibles a I'’heure actuelle.
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5.1 Inventaire des données gravimétriques actuelles

5.1.1 Types de données

Les données gravimétriques disponibles a I’heure actuelle peuvent étre classées suivant
plusieurs criteéres :

— leur généalogie : valeurs mesurées ou résultats de calculs;

— leur nature : hauteur du géoide, valeurs du potentiel, valeur de 1'accélération ou va-
leurs des éléments du tenseur des gradients de gravité;

— leur type : vectoriel — uniquement pour les données d’accélération — ou scalaire;

— leur couverture : cartes ou données « ponctuelles »;

— leurs caractéristiques spectrales : longueurs d’'onde du champ de gravité couvertes
par les mesures;

— leur mode d’acquisition : statique ou depuis un porteur mobile;

— leur mode de représentation : carte ou représentation fonctionnelle.

Les cartes gravimétriques disponibles sont généralement toutes issues de calculs qui ex-
ploitent des données de natures diverses. Elles ne couvrent jamais I'intégralité du spectre qui
est limité par une fréquence de coupure haute, elle-méme inférieure a la fréquence de Ny-
quist correspondant au pas d’échantillonnage de la carte. Enfin, elles représentent toujours
une grandeur scalaire : potentiel, hauteur du géoide au-dessus d’un ellipsoide de référence,
ou l'une des anomalies de gravité.

Les grandeurs mesurées en gravimétrie peuvent étre scalaires ou vectorielles. Sauf rares
exceptions, elles ne correspondent pas a des résultats bruts de mesure; en effet, la majorité
des systemes de mesures utilise des appareils qui :

1. ne mesurent pas directement I’accélération de la pesanteur, mais seulement son effet
sur un systéme physique;
2. présentent des dérives corrigées a posteriori;

3. sont soumis a des accélérations autres que la pesanteur lorsqu’ils sont utilisés depuis
un porteur mobile : satellite, avion, bateau, ou drone.

A ce stade, notre objectif consiste a décrire les données gravimétriques disponibles, c’est-a-
dire la donnée post-traitée exploitable, tout en exposant brievement sa généalogie et 'inci-
dence de cette derniere sur la qualité des données et leur résolution spatiale. Nous aborde-
rons dans un premier temps les données de couverture globale issues de la gravimétrie sa-
tellitaire, puis les données issues de campagne de mesure in situ qui peuvent étre terrestres,
marines, ou aériennes.

5.1.2 Modéeles globaux du champ de pesanteur

Les modeles globaux du champ de pesanteur, encore appelés modeles de géopotentiel,
sont entierement définis par les coefficients de la décomposition en harmoniques sphé-
riques (cf Chap. 2, section 2.2) de la différence du champ de pesanteur réel et du champ
normal. Ces représentations fonctionnelles donnent acces aux valeurs du potentiel de pe-
santeur et de toutes ses dérivées dans toute la région de I'espace ol le champ de gravita-
tion peut étre considéré comme harmonique a l'incertitude des données pres, c’est-a-dire
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en particulier dans I'atmosphere. Lexactitude de ces modeles est caractérisée, d'une part, a
partir du degré maximum du développement en harmoniques sphériques qui fixe sa résolu-
tion spatiale (cf Eq. 2.27), et d’autre part, grace aux variances formelles des coefficients de la
décomposition.

5.1.2.1 Généalogie

Il existe deux types de modeles de géopotentiel : les premiers purement satellitaires issus
de I'exploitation de données spatiales, dits modeles spatiaux, et les seconds dits combinés,
qui exploitent également des données gravimétriques terrestres (cf §5.1.4) et des données
issues de I'altimétrie satellitaire (cf §5.1.3). Le tableau 5.1 rend compte du foisonnement des
modeles de géopotentiels — pas moins de 75 modéles en 15 ans —, dont les meilleures résolu-
tions spatiales atteignent 71 km (/hax = 280) pour les modeles spatiaux et 9 km (Ipax = 2190)
pour les modeles combinés. Jusqu'au début des années 2000, les modeles spatiaux étaient
calculés a partir de I'analyse des perturbations des orbites d'une quarantaine de satellites,
tels ceux de la constellation « LAser GEOdynamics Satellites (LAGEOS) ». Durant la premiere
décennie du XXI° siecle, les modeles géopotentiels ont vu leur qualité s’améliorer de fagon
significative de par I'essor de la gravimétrie spatiale, suscité notamment par la programma-
tion de trois missions spatiales successives dédiées a la gravité terrestre, décrites en détail
sur les sites du Centre National d’Etudes Spatiales (CNES) ! et du GeoForschungsZentrum
ou German Research Center for Geosciences (GFZ) 2.

La premiere mission dénommée CHAMP (Fig. 5.1),
a été lancée le 15 juillet 2000 depuis la base russe de
Plesetsk par ’Agence Spatiale Allemande (Deutsches
Zentrum fiir Luft und Raumfahrt (DLR)) sur propo-
sition du centre de recherches spatiales de Potsdam
(GFZ). C’est la premiere fois qu'un satellite placé sur
une orbite basse —altitude initiale 454 km — est équipé
d’un accélérometre a 3 axes pour I'estimation des ac-
célérations non gravitationnelles (en I'occurence, le
micro-accélérometre STAR congu par I'Office Natio-
nal d’Etudes et de Recherches Aérospatiales (ONERA) FIGURE 5.1 — Vue du satellite « CHAI-
etle CNES) et d’'un récepteur GNSS bifréquence pour lenging Mini - satellite Payload for
un positionnement de type « Satellite — to — Satellite geophysical research and application
Tracking in high — low mode (SST-hl) » & partir des (CHAME) ». Droits réservés ©IAG, Global

Geodetic Observing System (GGOS) portal.

satellites de la constellation du « Global Positioning
System (GPS) ». Jusqu’en 2003, les modeéles spatiaux étaient essentiellement calculés a par-
tir de 'analyse des perturbations d’orbite, suivies par télémétrie laser de type « SST-hl». Le
lancement de la mission satellitaire CHAMP a constitué un tournant décisif pour I'amélio-
ration des modeles spatiaux avec la publication, dés 2002, des premiers modeles européens
dénommeés « European Improved Gravity model of the Earth by New techniques (EIGEN) »
(cfTab. 5.1). Le satellite CHAMP a fonctionné pendant 10 ans, sa destruction contrélée ayant
eu lieu le 19 septembre 2010.

L\
2D

La deuxieme mission dénommeée Gravity Recovery and Climate Experiment (GRACE) a
été lancée le 16 mars 2002 depuis la méme base russe de Plesetsk pour une durée initiale
de 8 ans. C’est la premiere mission spatiale dédiée exclusivement a I'estimation du champ

1. http://missions-scientifiques.cnes.fr/Fr/terre_solide.htm
2. http://www.gfz-potsdam.de
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de pesanteur. Fruit d'une collaboration entre la National Aeronautics and Space Administra-
tion (NASA) etla DLR, cette mission a pour ambition la cartographie du géoide mondial a un
rythme mensuel ou décadaire, avec une résolution spatiale de 100 km et une incertitude de
1 cm sur les ondulations du géoide. C’est donc la partie variable du champ de gravité qui est
recherchée dans cette mission.

Ses applications principales concernent le suivi de
I'évolution des masses d’eau, de neige ou de glace
mal connue a l'’échelle mondiale, voire des défor-
mations dues aux grands séismes tel le tremblement
de terre de Sumatra en décembre 2004. Le principe
de la mesure repose sur l'utilisation de deux satel-
lites jumeaux GRACE-A et GRACE-B, placés a une
distance de 200 km sur des orbites polaires quasi-
circulaires a 470 km d’altitude. Les deux satellites
(Fig. 5.2) mesurent constamment la distance qui les
sépare a I'aide d'un distance-metre micro-onde en
bande « K». Les variations de distances permettent FIGURE 5.2 —Vue des satellites jumeaux
ensuite d’estimer les perturbations relatives des or- « GRACE». Droits réservés ©NASA.

bites au micrometre pres. Le positionnement des sa-

tellites combine le mode SST-hl grace au systeme GPS et le mode « Satellite — to — Satellite
Tracking in low - low mode (SST-11) » de par leur positionnement relatif grace au distance-
metre embarqué. Un accélérometre permet la correction des effets non gravitationnels. La
technologie employée sur GRACE - proche d'une technologie de type gradiométrique — ne
donne pas acces aux grandes longueurs d’onde du champ, mais apporte une détermination
tres précise des longueurs d’onde intermédiaires. Les grandes longueurs d’onde restent is-
sues de l'exploitation des perturbations d’orbite, principalement des satellites LAGEOS et
CHAMP. Les premiers modeles spatiaux obtenus a partir des données de la mission GRACE,
ont été publiés en 2003 sous les noms de GGMO01S et EIGEN-GRACEO01S (cf Tab. 5.1). D’'une
longévité exceptionnelle, les satellites GRACE fonctionnent toujours, et devraient dépasser
les 5000 jours de mission d’ici la fin 2015.

v, - pe
W ol

La troisieme mission spatiale dénommée GOCE
a été sélectionnée par I’Agence Spatiale Européenne
(ESA) dans le cadre du programme de recherche
« Earth Explorer » (Fig. 5.3). Son lancement s’est dé-
roulée le 17 mars 2009 depuis la base russe de Ple-
setsk. La mission GOCE a été congue pour cartogra-
phier le champ de gravité statique a haute résolution
—100 km sur le globe, soit un modeéle de géopotentiel
développé jusqu’au degré 200 — avec une erreur infé-
rieure a 2 - 3 cm a cette échelle sur les ondulations du
géoide. Pour ce, la mission s’appuie sur une altitude
basse — 260 km — et une combinaison d’instruments

FIGURE 5.3 — Vue du satellite Gravity
field and steady state Ocean Circulation
Explorer mission (GOCE). Droits réservés
performants. ©EFEuropean Space Agency (ESA).
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Parmi les instruments qui équipent le satellite GOCE, figurent :

1. un gradiometre a trois axes sensibles orthogonaux dont les directions sont, respecti-
vement, radiale, le long de la trace de I'orbite, et normale au plan d’orbite; ce dernier
est constitué de trois paires d’accélérometres a trois axes congus par 'ONERA, mesu-
rant les accélérations avec une incertitude de 10~ ms~2/v/Hz par axe, séparés par
une distance de 50 cm; les gradients de gravité sont alors mesurés avec une incerti-
tude de 3 mE dans la bande passante de 0,005 a 0,1 Hz;

2. unrécepteur GPS pour la détermination d’orbite par la méthode SST-hl;
3. unréflecteur pour laser pour la détermination d’orbite par la méthode SLR;

4. plusieurs senseurs stellaires pour déterminer I'attitude du satellite.

Le satellite GOCE bénéficie d'une compensation de trainée, condition nécessaire pour le bon
fonctionnement du gradiometre et pour assurer la longévité du satellite. A si basse altitude
en effet, les frottements avec I'atmosphere auraient entrainé la perte du satellite en seule-
ment quelques mois. L'annulation du freinage atmosphérique dans la direction du mouve-
ment a été rendue possible grace a des moteurs ioniques a poussées variables. La mission
GOCE a fonctionné de facon quasi-continue entre 2009 et 2013. Les premiers modeles de
géopotentiel qui integrent des données GOCE ont été publiés des 'année 2010 (cf Tab. 5.1).

TABLEAU 5.1 — Modeles globaux de la pesanteur publiés durant les seize derniéres années
(BARTHELMES et KOHLER, 2012), disponible sur le site de 'TCGEM a l’adresse http://icgem.
gfz-potsdam.de/ICGEM/. Les initales « S», « G», « A», et « M » désignent les données utilisées dans
les modeles, respectivement, de poursuite d’orbite (S), de gravimétrie terrestre (G), d’altimétrie satel-
litaire (A) ou issues d'un autre modéle géopotentiel (M). Les missions spatiales qui ont permis 'acqui-
sition des données sont CHAMP, GRACE, GOCE, ainsi que les satellites de la constellation LAGEOS.

n° Modele Année | Degré | Type de données Référence
1. | ITU_GRACEl6 2016 180 S(Grace) AKYILMAZ et al. (2016)
ITU_GGC16 2016 280 S(Grace, Goce) AKYILMAZ et al. (2016)
3. | EIGEN-654 2016 300 S(Goce, Grace, Lageos) FORSTE et BRUINSMA
(2016)
4. GOCOO05c¢ 2016 720 S(GOCO005s), G, A FECHER et al. (2016)
5. GGMO05C 2016 360 S(Grace, Goce), G, A RiES et al. (2016)
6. | GECO 2016 2190 | S(Goce), EGM2008 GILARDONI et al. (2016)
7. | GGMO05G 2015 240 S (Grace, Goce) BETTAPUR et al. (2015)
8. | GOCOO05s 2015 280 S (Goce, Grace, Champ, La- | MAYER-GURR et THE
8€0,...) GOCO TEAM (2015)
9. GO_CONS_GCF_2_SPW_R4 2014 280 S(Goce) GATTI et al. (2014)
10. | EIGEN-6C4 2014 2190 S(Goce, Grace, Lageos),G , | FORSTE et al. (2014)
A
11. | ITSG-Grace2014s 2014 200 S(Grace) MAYER-GURR et al.
(2014)
12. | ITSG-Grace2014k 2014 200 S(Grace) MAYER-GURR et  al
(2014)
13. | GO_CONS_GCF_2_TIM_R5 2014 280 S(Goce) BROCKMANN et al. (2014)
14. | GO_CONS_GCF_2_DIR_R5 2014 300 S(Goce, Grace, Lageos) BRUINSMA et al. (2013)
15. | JYY_GOCE04S 2014 230 S(Goce) Yietal. (2013)

Suite des modeéles page suivante
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TABLEAU 5.1 : Modéles globaux de la pesanteur — suite —.

n° Modele Année | Degré | Type de données Référence
16. | GOGRA04S 2014 230 S(Goce,Grace) Yietal. (2013)
17. | EIGEN-6S2 2014 260 S(Goce, Grace, Lageos) RUDENKO et al. (2014)
18. | GGMO05S 2014 180 S(Grace) TAPLEY et al. (2013)
19. | EIGEN-6C3stat 2014 1949 | S(Goce, Grace, Lageos),G, | FORSTE et al. (2012)
A
20. | Tongji-GRACEO1 2013 160 S(Grace) SHEN et al. (2013)
21. | JYY_GOCE02S 2013 230 S(Goce) Yietal. (2013)
22. | GOGRAO02S 2013 230 S(Goce, Grace) Yietal. (2013)
23. | ULux_CHAMP2013s 2013 120 S(Champ) WEIGELT et al. (2013)
24. | ITG-Goce02 2013 240 S(Goce) SCHALL et al. (2014)
25. | GO_CONS_GCF_2_TIM_R4 2013 250 S(Goce) PaIL et al. (2011)
26. | GO_CONS_GCF_2 _DIR R4 2013 260 S(Goce, Grace, Lageos) BRUINSMA et al. (2013)
27. | EIGEN-6C2 2012 1949 S(Goce, Grace, Lageos), G, | FORSTE et al. (2012)
A
28. | DGM-1S 2012 250 S(Goce, Grace) FARAHANI et al. (2013)
29. | GOCO03S 2012 250 S(Goce, Grace,...) MAYER-GURR et  al
(2012)
30. | GO_CONS_GCF_2_DIR_R3 2011 240 S(Goce, Grace, Lageos) BRUINSMA et al. (2010)
31. | GO_CONS_GCF_2_TIM_R3 2011 250 S(Goce) PAIL et al. (2011)
32. | GIF48 2011 360 S(Grace), G, A RIES et al. (2011)
33. | EIGEN-6C 2011 1420 S(Goce, Grace, Lageos), G, | FORSTE et al. (2011)
A
34. | EIGEN-6S 2011 240 S(Goce, Grace, Lageos) FORSTE et al. (2011)
35. | GOCO02S 2011 250 S(Goce, Grace,...) GOIGINGER et al. (2011)
36. | AIUB-GRACEO03S 2011 160 S(Grace) JAGGI et al. (2011)
37. | GO_CONS_GCF_2_DIR_R2 2011 240 S(Goce) BRUINSMA et al. (2010)
38. | GO_CONS_GCF_2_TIM_R2 2011 250 S(Goce) PaIL et al. (2011)
39. | GO_CONS_GCF_2_SPW_R2 2011 240 S(Goce) MIGLIACCIO et al. (2011)
40. | GO_CONS_GCF_2_DIR_R1 2010 240 S(Goce) BRUINSMA et al. (2010)
41. | GO_CONS_GCF_2_TIM_R1 2010 224 S(Goce) PaIL et al. (2010a)
42, | GO_CONS_GCF_2_SPW_R1 2010 210 S(Goce) MIGLIACCIO et al. (2010)
43. | GOCOO01S 2010 224 S(Goce, Grace) PaIL et al. (2010b)
44. | EIGEN-51C 2010 359 S(Grace, Champ), G, A BRUINSMA et al. (2010)
45. | AITUB-CHAMPO03S 2010 100 S(Champ) PRANGE (2011)
46. | EIGEN-CHAMPO05S 2010 150 S(Champ) FLECHTNER et al. (2010)
47. | ITG-Grace2010s 2010 180 S(Grace) MAYER-GURR et  al
(2010)
48. | AIUB-GRACEO02S 2009 150 S(Grace) JAGGI et al. (2009)
49. | GGMO03C 2009 360 S(Grace), G, A TAPLEY et al. (2007)
50. | GGMO03S 2008 180 S(Grace) TAPLEY et al. (2007)
51. | ATUB-GRACEO1S 2008 120 S(Grace) JAGGI et al. (2008)
52. | EIGEN-5S 2008 150 S(Grace, Lageos) FORSTE et al. (2008)
53. | EIGEN-5C 2008 360 S(Grace, Lageos), G, A FORSTE et al. (2008)
54. | EGM2008 2008 2190 | S(Grace), G, A PavLis et al. (2008)
55. | ITG-Grace03 2007 180 S(Grace) MAYER-GURR et al.

(2007)

Suite des modeles page suivante
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TABLEAU 5.1 : Modéles globaux de la pesanteur — suite —.

n° Modele Année | Degré | Type de données Référence
56. | AIUB-CHAMPO1S 2007 90 S(Champ) PRANGE et al. (2009)
57. | ITG-Grace02s 2006 170 S(Grace) MAYER-GURR et  al
(2006)
58. | EIGEN-GL04S1 2006 150 S(Grace, Lageos) FORSTE et al. (2006)
59. | EIGEN-GL04C 2006 360 S(Grace, Lageos), G, A FORSTE et al. (2006)
60. | EIGEN-CG03C 2005 360 S(Champ, Grace), G, A FORSTE et al. (2005)
61. | GGMO02C 2004 200 S(Grace), G, A UTEX-CSR (2004)
62. | GGMO02S 2004 160 S(Grace) UTEX-CSR (2004)
63. | EIGEN-CGO01C 2004 360 S(Champ,Grace), G, A REIGBER et al. (2006)
64. | EIGEN-CHAMPO03S 2004 140 S(Champ) REIGBER et al. (2004)
65. | EIGEN-GRACE02S 2004 150 S(Grace) REIGBER et al. (2005)
66. | TUM-2S 2004 70 S(Champ) WERMUTH et al. (2004)
67. | DEOS_CHAMP-01C 2004 70 S(Champ) DITMAR et al. (2006)
68. | ITG_Champ01K 2003 70 S(Champ) ILK et al. (2003)
69. | ITG_Champ01S 2003 70 S(Champ) ILK et al. (2003)
70. | ITG_ChampO1E 2003 75 S(Champ) ILK et al. (2003)
71. | TUM-2Sp 2003 60 S(Champ) FOLDVARY et al. (2005)
72. | TUM-1S 2003 60 S(Champ) GERLACH et al. (2003)
73. | GGMO01C 2003 200 M(TEG4), S(Grace) UTEX-CSR (2003)
74. | GGMO1S 2003 120 S(Grace) TAPLEY et al. (2003)
75. | EIGEN-GRACEO1S 2003 140 S(Grace) REIGBER et al. (2005)
76. | EIGEN-CHAMPO03Sp 2003 140 S(Champ) REIGBER et al. (2004)
77. | EIGEN-2 2003 140 S(Champ) REIGBER et al. (2003b)
78. | EIGEN-1 2002 119 S(Champ) REIGBER et al. (2003a)
79. | EIGEN-1S 2002 119 M(GRIMS5), S REIGBER et al. (2002)
80. | PGM2000A 2000 360 S,G,A PAvLIS et al. (2000)
81. | TEG4 2000 180 S, G, A TAPLEY et al. (2000)
Fin de la liste

5.1.2.2 Qualité des modeles de géopotentiel

Contrairement aux modeles spatiaux, les modeéles combinés sont produits en exploitant
simultanément les données spatiales et des données de gravimétrie terrestre. Le calcul est
conduit a une résolution bien inférieure a celle des données terrestres. En outre, ce ne sont
pas les mesures au sol ou aériennes elles-mémes qui sont exploitées, mais des moyennes
spatiales a la résolution cherchée. En termes de compromis incertitude/résolution, la si-
tuation est ici plus contrastée puisque les modeles récents publiés, utilisant les données de
GRACE ou GOCE, sont sans doute plus exacts mais parfois moins résolus que les meilleurs
modeles publiés avant les années 2000.

Les modeles de géopotentiel sont calculés par une procédure d’optimisation linéaire et
publiés avec des erreurs formelles sur chacun des coefficients. Cette caractérisation par la
seule variance des coefficients correspond a une hypothese statistique de stationnarité et
d’isotropie des erreurs a la surface du globe, ce qui n'est pas tout a fait le cas. Ces erreurs
formelles donnent une assez bonne idée de la qualité des modeles. La figure 5.4 en donne
une illustration pour le modele spatial GGMO05G (cf Tab. 5.1, p. 130, Figs. 5.5 & 5.6, pp. 135
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& 136). Les erreurs sur le géoide sont de I'ordre de 1,0 a 1,5 cm aux degrés les plus élevés du
développement, c’est-a-dire de 225 a 240.
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FIGURE 5.4 — Erreurs formelles par degré sur I'ondulation du géoide pour le modele spatial GGM05G
(courbe en tiretés noirs). Les erreurs sur le géoide sont de I'ordre de 1,0 a 1,5 cm aux degrés les plus
élevés du développement, c’est-a-dire de 225 a 240. Il convient de noter que les contributions a 'on-
dulation de ces degrés harmoniques (courbe verte) varient entre 3 et 4 cm, ce qui amene 'erreur
relative sur ces degrés au-dela de 25 %. D’aprés BARTHELMES et KOHLER (2012) et BETTAPUR et al.
(2015), disponible sur le site http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/.
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FIGURE 5.5 — Carte de 'ondulation du géoide mondial (0,1° x 0,1°) par rapport a I'ellipsoide équi-
potentiel du modele GRS 80, calculée a partir du modele spatial GGMO05G (cf Tab. 5.1) Ces données
indiquent que les valeurs de 'ondulation varient entre —107,5 m et +84,6 m avec un écart quadra-
tique moyen de 30,6 m.

Calcul réalisé al’aide du calculateur en ligne de 'ICGEM (http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/Service.
html). Données topographiques issues de ETOPO1 (AMANTE et EAKINS, 2009). Carte produite a ’aide du logi-
ciel GMT (WESSEL et al., 2013).
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FIGURE 5.6 — Carte de 'anomalie a I'air libre mondiale (0,5° x 0,5°), calculée a partir du modele
spatial GGMO05G (cf Tab. 5.1) Ces données indiquent que les valeurs de 'anomalie varient entre
—335,4 mGal et +390,2 mGal avec un écart quadratique moyen de 28,7 mGal. L'échelle de la teinte
hypsométrique a volontairement été limitée a I'intervalle [-90mGal; + — 90mGal] afin de mettre en
évidence les plus petites variations. Les plus grandes valeurs positives se localisent sur les plus hauts
reliefs tels ceux de I'Himalaya ou de la Cordilliere des Andes. A I'inverse, les anomalies négatives de
plus grandes amplitudes concernent les fosses océaniques.

Calcul réalisé aI’aide du calculateur en ligne de 'ICGEM (http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/Service.
html). Données topographiques issues de ETOPO1 (AMANTE et EAKINS, 2009). Carte produite a ’aide du logi-
ciel GMT (WESSEL et al., 2013).

La figure 5.7, p. 137, présente une autre évaluation du modele basée sur une comparai-
son spectrale avec le modele combiné le plus récent, a savoir EIGEN-6C4 (cf Tab. 5.1, p. 130).
Cette figure montre d’abord, pour chacun des modeles, les contributions par degré aux on-
dulations du géoide, puis les différences entre les amplitudes des coefficients d’harmoniques
sphériques par degré, et en fonction du degré maximum considéré dans la série d’harmo-
niques sphériques. Cette derniére courbe peut étre considérée comme celle des différences
cumulées jusqu’a degré maximum donné. Ces courbes indiquent qu’au-dela du degré 10, les
contributions aux ondulations du géoide sont d’amplitude inférieure a 1 m. Globalement,
les différences cumulées entre les deux modeles ne dépassant pas 10 cm. Ensuite, il est clair
que les différences par degré atteignent le niveau de I'erreur formelle seulement pour les
hauts degrés; le niveau 1 cm est atteint seulement pour le degré 220. En revanche, les dif-
férences cumulées dépassent I'erreur formelle dés le degré 110, si bien que les différences
entre les deux modeles deviennent significatives. Au-dela du degré 170, les différences cu-
mulées entre les deux modeles dépassent les amplitudes des contributions aux ondulations
du géoide. Lincertitude sur le modele le moins performant atteint alors au moins 50 % de
la contribution a I'ondulation au degré considéré, soit ici 2,5 cm au degré 170, ce qui est
compatible avec une erreur formelle entre 1,0 et 1,5 cm.
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La figure 5.8, p. 138 représente les mémes courbes que précédemment pour le modeéle
combiné EGM2008 (cf Tab. 5.1, p. 130). Une stabilisation remarquable de la différence cu-
mulée a 10 cm est observable dés le degré 200, qui indique la présence d'un biais entre les
modeles EGM2008 et EIGEN-6C4.
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FIGURE 5.7 — Courbes des contributions spectrales des modeles GGMO05S et EIGEN-6C4 a I’ondula-
tion du géoide, et courbes des différences spectrales entre les deux modeles. D’aprés BARTHELMES et
KOHLER (2012) sur le site http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/.
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FIGURE 5.8 — Courbes des contributions spectrales des modeles EGM2008 et EIGEN-6C4 a I’ondula-
tion du géoide, et courbes des différences spectrales entre les deux modeles. D’aprés BARTHELMES et
KOHLER (2012) sur le site http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/.

L'exactitude de ces modeles peut étre évaluée par rapport au champ réel : les erreurs pro-
viennent alors principalement de la non prise en compte des plus courtes longueurs d’onde
du champ. Lexactitude de la représentation du champ total dépend alors a la fois du contenu
spectral du champ et, principalement, de la qualité des données sol disponibles pour le cal-
cul des courtes longueurs d’onde. Le tableau 5.2, p. 139, représente par exemple les erreurs
des modeles GGM05G, EGM2008 et EIGEN-6C4 en fonction de la région. Ces derniéres sont
comprises entre 10 et 40 cm pour les territoires étudiés, qui constituent un échantillon re-
présentatif de 'ensemble des territoires émergés du globe. Ici, la comparaison est faite avec
des points a la fois mesurés par GNSS et nivelés (points GNSS nivelés) : les différences cal-
culées comprennent donc a la fois les erreurs du modéle et les erreurs systématiques des
référentiels d’altitude des pays, qui peuvent également étre de I'ordre du décimetre. Il faut
donc retenir que I'exactitude — par rapport au champ total — des modeles de géopotentiel
est deI'ordre de plusieurs décimetres a terre, et qu’elles dépassent d'un ordre de grandeur les
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erreurs formelles publiées par les auteurs. La comparaison réalisée ici doit étre renouvelée
pour les mers ou les données d’altimétrie satellitaire permettent une meilleure estimation
du géoide marin.

Pays — Nombre de points de mesure
USA Canada | Europe | Australie | Japon Brésil Total
6169 2691 1047 201 816 1112 12 036
GGMO05G 210 44,8cm | 37,4cm | 45,4cm | 357cm | 54,3cm | 52,1 cm | 44,6 cm
EGM2008 2190 | 248cm | 12,8cm | 12,5cm | 21,7cm 83cm | 46,0 cm | 23,9 cm
EIGEN-6C4 | 2190 | 24,7cm | 12,6cm | 12,1cm | 21,2cm 7,9cm | 44,6 cm | 23,6 cm

Modele Degré

TABLEAU 5.2 — Ecarts quadratiques moyens entre les ondulations du géoide calculées a I'aide de
points GNSS nivelés et celles déduites du modele de géoide sur différents pays. Le nombre inscrit
sous le nom du pays correspond au nombre de points utilisés pour le calcul. D’aprés BARTHELMES et
KOHLER (2012) sur le site http://icgem.gfzpotsdam.de/ICGEM/.

L'évolution de la qualité des modeles de géopotentiel sera gouvernée par les futures mis-
sions satellitaires dédiées a la gravimétrie. A trés court terme (2017), le projet GRACE Follow
On (GRACE - FO), issu d'un partenariat entre la NASA et le GFZ, devrait succéder a la mis-
sion GRACE en améliorant I'’exactitude sur les données de poursuite. Les exactitudes visées
sont de 'ordre de 1 a 2 cm sur le géoide a des résolutions de I'ordre de 50 a 100 km, mais la
faisabilité d’'une amélioration significative par rapport a GOCE sur le champ statique reste
a démontrer. Le CNES a également planifié pour 2016, une mission spatiale de physique
fondamentale baptisée « MICROSCOPE » (MICRO-Satellite a trainée Compensée pour I'Ob-
servation du Principe d’Equivalence). Cette mission a pour objectif principal un test du Prin-
cipe d’Equivalence avec une incertitude inférieure de deux ordres de grandeur a celle obte-
nue a partir d’expériences terrestres (cfle site du CNEShttp://missions-scientifiques.
cnes.fr/MICROSCOPE/Fr/). Pour ce, elle prévoit des mesures d’accélération d’'une incerti-
tude de 'ordre de 1072 ms—2 grace a un micro-satellite a trainée continiment compensée,
orbitant a 700 km d’altitude. Les données de MICROSCOPE sont potentiellement utilisables
pour le calcul d'un modéle de géopotentiel. A plus long terme (10 a 20 ans), le moteur princi-
pal dans ce domaine reste pour longtemps I’étude de I’évolution du climat. Les missions de
type GRACE visent a déterminer les variations temporelles du champ de gravité avec pour
objectif la modélisation des transferts de masse — en particulier de '’eau —. Compte tenu de
I'atténuation des courtes longueurs d’'onde du champ avec I'altitude et des limites imposées
par I'atmosphere pour le choix de I'altitude de vol d'un satellite de durée de vie raisonnable,
il semble peu probable, méme a I'horizon de 20 ans, que le champ de pesanteur puisse étre
observé depuis I’espace a une résolution meilleure que plusieurs dizaines de kilometres. Les
progres attendus ne porteront donc pas tant sur le champ de pesanteur lui-méme que sur
les modeles climatologiques qui seront permis par ces missions, et en particulier sur les mo-
déles de circulation océanique, qui auront un impact important sur la détermination de la
pesanteur en mer.

5.1.3 Laltimétrie satellitaire

La seconde source d’information globale sur le champ de pesanteur disponible unique-
ment en mer, provient de ’altimétrie satellitaire (Fig. 5.9). Depuis plus de 40 ans, la hauteur
de la mer au-dessus de 'ellipsoide est cartographiée par des satellites équipés d'un RADAR,
permettant une détermination de cette surface a des précisions initialement de 1'ordre de
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quelques décimetres, et aujourd’hui de quelques centimetres pour les longueurs d’onde su-
périeures a la dizaine de kilometre. La connaissance de la surface de 'océan n’apporte pas
directement une information sur la pesanteur. Les modeles de géoide qui en sont issus dé-
rivent donc d’un processus complexe d’assimilation de données dont nous allons seulement
donner les grandes lignes.

& ) ~
e N
- 9 N

(a) Jason-2 (b) Envisat (alt. : 800 km) (c) SWOT (alt. : 891 km)
(alt.: 1336 km)

FIGURE 5.9 — Vues de deux satellites altimétriques opérationnels Jason-2 (lancé le 20 juin 2008) et
Envisat (lancé le 1¢'mars 2002), et du futur satellite SWOT (Surface Water and Ocean Topography).
Droits réservés ©ROSMORDUC et al. (2011), ©CNES, ©Collecte Localisation Satellites (CLS), Space Oceanography
Division, Aviso.

5.1.3.1 Généalogie

Les satellites altimétriques mesurent la hauteur instantanée SSH de ’océan (Sea Surface
Height) dans un repere lié a un modele de la forme de la Terre, c’est-a-dire, par exemple,
au-dessus d'un ellipsoide (Fig. 5.10, 141). Cette hauteur peut étre directement comparée a la
hauteur donnée par un récepteur GNSS monté sur une bouée aux problemes de résolution
spatiale pres. Actuellement, cette hauteur est mesurée a une précision annoncée de 2 a 3 cm.
Les comparaisons entre les déterminations effectuées par les satellites TOPEX/POSEIDON et
JASON-1 montrent toutefois que les erreurs peuvent parfois étre de 'ordre de 5 cm sur des
régions assez larges (STAMMER et al., 2004).

Le traitement des données acquises par le satellite est extrémement complexe. Il s’appuie
sur une détermination de l'orbite du satellite de grande qualité — I'exactitude actuelle de
I'orbitographie des satellites altimétriques récents est de 'ordre de 1 cm — qui nécessite la
corrections d’effets aussi divers que les irrégularités de la propagation des ondes radar dans
I'atmosphere ou I'incidence de I'état de la mer sur le centrage de la mesure (ROSMORDUC
etal., 2011). La mesure continue de cette hauteur, avec une répétitivité assurée par un choix
d’orbite permettant un passage exact sur les mémes traces avec une périodicité fixée — 10
jours pour les satellites TOPEX/POSEIDON, Jason-1 & 2, par exemple —, permet d’accéder a
la surface moyenne océanique (SSH).

Si N désigne la hauteur du géoide (Fig. 5.10, p. 141) — surface d’équilibre de 1'océan
—et (MDT), la topographie dynamique moyenne de I’océan (Mean Dynamic Topography,
cf Fig. 5.11a, p. 142), alors la relation qui lie ces grandeurs a la surface moyenne océanique
s’écrit :

(§SH) = N + (MDT). (5.1)
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FIGURE 5.10 — Principe de la mesure réalisée en altimétrie satellitaire. Droits réservés ©CNES/D. Ducros.

La surface moyenne des océans donne donc acces au géoide pourvu que 'on puisse dé-
terminer la topographie dynamique moyenne. Actuellement, la méthode la plus fiable pour
la détermination de cette topographie est I'utilisation de modeles de circulation océanique
générale, assimilant a la fois des données océanographiques in situ et, éventuellement, des
premieres approximations du géoide —les modeles de géopotentiel par exemple — et les don-
nées d’altimétrie satellitaire (R10 et al., 2011).

Lerreur formelle des modéles de topographie dynamique océanique moyenne est de
I'ordre de 1 a 2 cm aux latitudes comprises entre -60° et 70° (cf Fig. 5.11b), sauf pres des
cotes o1 la modélisation des courants est complexe. Les modéles sont fournis a la résolution
des données d’altimétrie satellitaire, c’est-a-dire de 'ordre de 10 km.

Les modeles de géoide sont déduits de I’estimation de la topographie dynamique moyenne
par la relation 5.1. Ils sont qualifiés modeles de géoide « synthétiques » par opposition aux
modeles de géoide issus de la gravimétrie. Une carte d’anomalies gravimétriques peut étre
déduite de la hauteur du géoide en utilisant les propriétés d’harmonicité du champ de gra-
vitation et la relation 3.48 (cf Chap. 3, section 3.3).
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(a) Variations spatiales de la topographie dynamique moyenne (M DT). Lamplitude de cette topo-
graphie est de 'ordre de 1 m. La détermination du géoide en mer a partir de la surface moyenne
océanique suppose la connaissance préalable de cette surface associée a son incertitude.

(b) Répartition spatiale des erreurs formelles (cm) sur la topographie dynamique moyenne.

FIGURE 5.11 — Modele de topographie dynamique moyenne CNES-CLS09 (R10 et al., 2011) au pas
de 15’ x15’. Droits réservés ©CLS, Space Oceanography Division, Aviso (http://www.aviso.altimetry.fr),
with the support from CNES.
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5.1.3.2 Qualité des modeles de champ dérivés de 'altimétrie satellitaire

L'exactitude des modeles de champ de gravité issus de I'altimétrie satellitaire est liée a
celle de la surface moyenne des océans (Fig. 5.12) et a celle des modeles de topographie dy-
namique moyenne (cf Fig. 5.11, p. 142). L'erreur sur la surface moyenne des océans peut étre
évaluée soit a partir d'une évaluation de I'exactitude des mesures satellitaires, elle-méme ac-
cessible a partir d'une modélisation des erreurs d’orbites et des erreurs de mesures (estimée
lors des opérations de calibration en vol), ou par intercomparaison des différents satellites;
soit par intercomparaison des surfaces calculées par les différents laboratoires (Fig. 5.13, p.
145).

L'exactitude de la topographie dynamique moyenne peut étre évaluée par comparaison a
des mesures in situ des vitesses des courants. Cette évaluation nécessite le calcul de la topo-
graphie dynamique instantanée, somme de la topographie dynamique moyenne et de I’ano-
malie du niveau de la mer ou SLA (Sea Level Anomaly) : les erreurs évaluées sont donc une
combinaison des erreurs de I'altimétrie satellitaire instantanée et des erreurs de la topogra-
phie dynamique moyenne. L'erreur commise sur le géoide — et donc sur le champ de gravité
— peut en étre déduite, en prenant toutefois garde au fait que les erreurs sur la topographie
dynamique moyenne et sur la surface moyenne océanique sont évidemment corrélées. Lo-
calement, le modele de champ peut également étre comparé a des campagnes marines ou
aériennes in situ : cette évaluation complémentaire présente ’avantage d’étre indépendante
de la précédente.

Une comparaison des modeles proposée par SCHAEFFER et al. (2010), montre que ces
modélisations contemporaines de la surface moyenne océanique s’accordent a mieux que
10 cm pres sur la Terre entiere. Les erreurs attendues doivent donc étre de cet ordre de gran-
deur sur le géoide. En admettant une incertitude o = 10 cm sur 'ondulation du géoide,
il est possible d’estimer une borne supérieure o de I'incertitude sur 'anomalie gravimé-
trique par un calcul de propagation d’erreur a partir de la relation 3.48; plus précisément, si
Imax désigne le degré maximum utilisé dans la modélisation en harmoniques sphériques de
I'ondulation, il vient :

0g = (nax =D %o, (5.2)
En prenant g, = 9,82ms ™2 et a = 6,4 x 10°m, il vient numériquement :
oglmGal] = 1,5 x 107! (lpax — D o nlem]

Pour oy = 10 cm, I'incertitude maximale sur ’anomalie gravimétrique atteint donc 4,5 mGal
a la résolution des modeles spatiaux (1,4, = 300, soit 67 km) et 30mGal a la résolution des
modeles combinés (I, = 2000, soit 10 km). Il faut donc avoir conscience de ce que les
courtes longueurs d’onde des anomalies gravimétriques déduites de |'altimétrie satellitaire,
sont aussi celles affectées par les plus fortes incertitudes. Cette constatation illustre une li-
mite de la méthode qui s’ajoute aux inexactitudes a 'approche de la bande cotiere.

L'évolution prévisible de I'’exactitude de ces modeles est liée aux progrés conjoints de
I'altimétrie satellitaire, en exactitude comme en résolution, de la mesure directe du champ
de gravité depuis l'espace, ainsi qu’a ceux des modélisations de 'océan et des processus
d’assimilation.
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(a) Variations spatiales de la surface océanique moyenne (SSH).
: . -

(b) Répartition spatiale des erreurs formelles sur la surface océanique moyenne.

FIGURE 5.12 — Modéle de surface océanique moyenne CNES-CLS11 (SCHAEFFER et al., 2012) au pas
de 2’x2’ calculé a partir de 16 années de mesure altimétrique. Cette surface comprend sur 'océan les
contributions de la topographie dynamique moyenne (1993 — 1999) et de 'ondulation du géoide. Le
géoide est prolongé sur les continents par le modele spatial EIGEN-5C (cf Tab. 5.1) calculé a partir des
données de GRACE. La bande cotiére jusqu’a 50/100 km dans les terres correspond a une extrapola-
tion lissée de la surface océanique moyenne vers le géoide issu du modele EIGEN-5C. Droits réservés
©CLS Space Oceanography Division, Aviso (http://www.aviso.altimetry.fr), with the support from CNES.
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(a) Comparaison locale de deux modeles de surface moyenne océanique CNES-CLS10 et DTU 2010
(ANDERSEN et KNUDSEN, 2010) d’aprés SCHAEFFER et al. (2010). Les cartes CNES-CLS10 et CNES-
CLS10 « New Release » sont produites avec deux stratégies différentes, la premiére ayant vraisembla-
blement sous-estimée la hauteur des monts sous-marins entourés en rouge.
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(b) Cartes des différences des surfaces moyennes océaniques données respectivement par les mo-
deles CNES-CLS10 et DTU 2010 apres correction d’une variabilité inter-annuelle (SCHAEFFER et al.,
2010).

FIGURE 5.13 — Comparaisons de modéles donnant la surface moyenne océanique en vue d’en éva-
luer l'incertitude. Cette derniére intervient directement dans le bilan d’erreur sur le géoide marin.
Droits réservés ©CLS Space Oceanography Division, Aviso (http://www.aviso.altimetry.fr), with the sup-
port from CNES.
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5.1.4 Les données gravimétriques acquises sur la surface terrestre

Nous abordons a présent les données gravimétriques non satellitaires qui peuvent étre
constituées par :

— des mesures directes sur la surface du sol;

— des mesures en puits de forage;

— des mesures en mer depuis un navire océanographique ou une vedette hydrogra-
phique;

— des mesures en fond de mer et a bord de submersible;

— des mesures aéroportées.

Il est donc entendu que le terme « surface terrestre » doit étre envisagé dans une accep-
tion suffisamment large pour y inclure des données acquises « au voisinage » de la surface
terrestre. C’est le cas de la gravimétrie aéroportée et, également, de la gravimétrie marine
dans la mesure ou les sources d’intéréts sont constituées par les structures sous-marines
en dessous de la couche d’eau. En dehors de toute considération de 'incertitude des me-
sures, cette division demeure néanmoins appropriée pour une classification des données en
termes d’échelle et de résolution spatiales. Contrairement aux données de gravimétrie spa-
tiale, les données terrestres s’appliquent aux échelles locales et régionales et leur résolution
spatiale est directement fonction du taux d’échantillonnage, qui peut varier en fonction des
conditions de lever. Seules des données spatiales couvrent globalement notre planéete avec
un taux d’échantillonnage constant.

Les instruments de mesure de la pesanteur en domaine terrestre, different notamment
par la nature du capteur et ’adaptation éventuelle a un porteur mobile. Nous allons décrire
brievement les grands types d’instruments et leur domaine d’application en vue de recons-
tituer la généalogie des données gravimétriques terrestres.

5.1.4.1 Généalogie

5.1.4.1.1 Gravimétrie terrestre statique

Deés la fin de la 2¢ guerre mondiale, les développements
technologiques ont suscité des progres considérables en ins-
trumentation marqués par 'apparition de gravimetres por-
tables de grande qualité (Fig. 5.14). [l s’agit d'instruments « sca-
laire » qui mesurent la composante verticale de la pesanteur,
soit par sa valeur absolue, soit par la variation de cette derniére
depuis un point de mesure pris comme référence. Ce dernier
type d’'instruments qualifié de gravimetre relatif (Fig. 5.15a,
p. 147), a été largement utilisé en prospection miniere et pé-
troliere, ainsi que pour I’exploration géophysique. Le principe
de base de la mesure repose sur I'utilisation d'un peson a res-
sort sensible a toute variation de la pesanteur terrestre. La ten-
sion du ressort nécessaire pour ramener le peson a sa position
d’équilibre est alors directement proportionnelle a la variation FIGURE 5.14 — Mesure gra-

vimétrique au sol pratiquée
de pesanteur depuis le dernier point de mesure. Utilisé dansde ayec un gravimetre relatif.
bonnes conditions de mesure (faible bruit sismique), un gravi- Droits réservés ©Géosciences
metre relatif & peson peut donner une valeur de la pesanteur Monipellier.




5.1. Inventaire des données gravimétriques actuelles 147

avec une incertitude de 1072 mGal. Une telle performance nécessite cependant une cor-
rection des mesures d'une dérive temporelle inhérente au capteur. En effet, les propriétés
mécaniques des ressorts, notamment le coefficient de raideur, varie en cours de fonction-
nement, ce qui peut entrainer des dérives atteignant quelques milligals par jour. Le controle
de la dérive suppose donc la réalisation d'un nombre suffisant de réoccupations en vue de
son estimation lors du traitement des données. Le principe du peson a ressort est également
utilisé dans les gravimetres de puits. Le capteur est alors placé dans un boitier spécifique
circulaire, pour pouvoir étre inséré et retiré aisément d'un trou de forage (Fig. 5.15b).

(a) Gravimetre a peson « CG-5 AUTOGRAV™ » commercialisé par la société ®Scintrex.
Droits réservés ©Scintrex.

(b) (1) Gravimeétre de puits de forage « BHGM™ » commercialisé par la société ®Micro-g LaCoste. (2)
Vue d’'un lever en puits de forage au Canada.
Droits réservés ©Micro-g LaCoste.

FIGURE 5.15 — Deux exemples d’instruments pour la réalisation de mesures relatives et statiques de
la pesanteur depuis la surface de la Terre (Fig. 5.15a) et en puits de forage (Fig. 5.15b).
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La mesure des variations temporelles de la pesanteur en
des points fixes est réalisée avec un autre type de gravimetre
relatif dit supraconducteur (Fig. 5.16) a tres faible dérive tem-
porelle, de 'ordre du microgal par an. Ces derniers mesurent
les variations de la pesanteur en détectant leurs effets sur le
mouvement d'une sphere supraconductrice en lévitation. La
lévitation est réalisée par la circulation de courants d’'inten-
sité constante dans deux bobines supraconductrices. Toute va-
riation de la pesanteur se traduit par un déplacement de la
sphere, détecté par un systeme de positionnement capacitif.
Ce dernier géneére, via une boucle d’asservissement, un cou-
rant de compensation qui alimente une bobine auxiliaire. Le
champ magnétique additionnel fourni par cette bobine en-
gendre une force magnétique qui ramene la spheére dans sa po-
sition initiale. Le matériau qui constitue la sphere est du nio-
bium (Nb) qui atteint I’état supraconducteur a une température de 4,2 K. Cette trés basse
température est obtenue a I'aide d'un systéeme de réfrigération a hélium gazeux. Un systeme
de compensation de I'inclinaison complete I'instrument afin de corriger les déviations de la
verticale locale. Dotés d'une tres faible dérive instrumentale (1 a 2 uGal/an), les gravimetres
supraconducteurs présentent une incertitude de I'ordre du microgal. De par sa constitu-
tion, en particulier, la présence du dispositif cryogénique, un tel instrument n’est pas aisé-
ment transportable, et se destine plutdt a une utilisation en réseau pour étudier, entre autres
exemples, les modes propres de vibration de la Terre, la dérive du pole, les mouvements ver-
ticaux de la crotite terrestre dus aux marées terrestres et océaniques, ainsi que les transferts
hydrologiques, sur des échelles de temps variant de quelques jours a plusieurs années.

FIGURE 5.16 — Gravimetre
supraconducteur « igrav™ »
de ®GWR Instruments. Droits
réservés ©GWR.

Les mesures de la valeur absolue de la composante verti-
cale de la pesanteur sont réalisées principalement a I'aide de
gravimetres absolus dits balistiques (Fig. 5.17). Ces derniers
possedent une chambre a vide dans laquelle un corps pesant
constitué par un coin de cube, est susceptible d’effectuer un
mouvement de quasi-chute libre, accompagné par celui d'un
chariot de réception qui précede le coin de cube (Fig. 5.18,
p- 149). Ce dernier permet également de remonter le coin de
cube pour effectuer une nouvelle mesure. En mesurant simul-
tanément les positions du corps dans la chambre et les instants
associés, il est possible d’estimer la loi du mouvement du corps
lors de sa chute afin d’en extraire la valeur de la pesanteur. La
mesure de position repose sur une méthode interférentielle

O
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utilisant un interféromeétre de Michelson? et une source de
lumiére laser permettant un positionnement au micrometre
pres (Fig. 5.19, p. 150). Le temps est mesuré par une horloge

FIGURE 5.17 - Gravimetre
absolu balistique de type
Al10™ de ®Micro-g LaCoste
Instruments. Photo : J. Verdun,

atomique au rubidium (Rb). Chaque mesure est constituée
d'une succession de chutes assurant ainsi, aprés moyennage,
la redondance nécessaire a I'obtention d’'une incertitude de I'ordre du microgal pour les
meilleurs instruments. A I'image des gravimetres relatifs supraconducteurs, les gravimetres
balistiques se révelent particulierement encombrants, et donc plutdt réservés pour la me-
sure des variations temporelles de la pesanteur ou des levers de longue durée. Cependant,

IGN Saint-Mandé (94).

3. Michelson, Albert Abraham (1852 — 1931), physicien américain d’origine allemande.
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une version transportable de ce gravimeétre a été mise au point par la société américaine
©Micro-g LaCoste sous le nom de ©A10 (Fig. 5.17, p. 148). Protégé des vibrations du sol par
un amortisseur dynamique, cet instrument permet des mesures de la pesanteur avec une
incertitude de 10 pGal. 11 peut servir a I'établissement de réseaux de controle et de ratta-
chement des mesures gravimétriques, tel celui constitué actuellement par le Service de la
Géodésie et du Nivellement (SGN) de I'Institut National de 'information Géographique et
Forestiére (IGN) a partir des points du Réseau de Base Francais (RBF).

FIGURE 5.18 — Vue de la chambre de chute et du chariot de réception du gravimetre absolu balistique
«FG5-X™ » commercialisé par ®Micro-g LaCoste.
Droits réservés ©Micro-g LaCoste.
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FIGURE 5.19 - (a) Vue en coupe du gravimetre absolu balistique A10™ sur laquelle sont figurés la
chambre de chute, I'interféromeétre et I'amortisseur dynamique dit « super ressort ». (b) Schéma fi-
gurant la marche du faisceau laser dans l'interférometre de Michelson dont I'un des deux miroirs en
coin de cube, constitue la masse d’épreuve en chute libre.

Droits réservés ©Micro-g LaCoste.
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La plupart des pays développés possédent une couverture gravimétrique tres dense re-
groupant les données acquises pour I'établissement des réseaux nationaux, le calcul de mo-
deles de géoide, la prospection miniere et pétroliere, I'étude préliminaire du sous-sol pour le
génie civil etla géophysique (cfFig. 5.20 pour la France). Certains levers de micro-gravimétrie
sont réalisés par exemple lors de fouilles archéologiques ou pour I’hydrologie. Ils fournissent
localement des données gravimétriques a tres haute résolution (~ 1 m). Les modeles de
géoide nationaux et les cartes d’anomalies gravimétriques produits par les géophysiciens,
constituent un autre moyen d’acces a la connaissance du champ a terre. Outre la banque
de données internationale du BGI, un grand nombre de sites proposent de télécharger des
données gravimétriques, des grilles d’anomalies ou de géoide tels le « Pan American Center
for Earth and environmental Studies (PACES) » (bttp://research.utep.edu/paces) pour
I’Amérique du Nord, ou le « Geophysical Archive Data Delivery System (GADDS) » (http:
//www.geoscience.gov.au/gadds) pour 'Australie.

FIGURE 5.20 — Couverture gravimétrique de la France réalisée par le SGN de I'IGN. En avril 2015, ce
réseau comprenait 313 mesures réalisées par gravimétrie absolue (triangle rouge) et 1 285 mesures
obtenues par gravimétrie relative (point noir), et rattachées aux points absolus. Ce réseau particulie-
rement homogene, représente la composante gravimétrique du RBF.

Droits réservés ©Jacques Beilin, IGN.
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5.1.4.1.2 Gravimétrie marine et en fond de mer

En domaine marin, les mesures de gravimétrie mobile marine sont pratiquées en continu
al'aide de gravimetres terrestres « marinisés » (Figs. 5.21 & 5.22) a bord de navires océano-
graphiques (Fig. 5.23). Nous reviendrons plus longuement sur ces systémes au chapitre 6.
Les mesures acquises depuis les navires, sont complétées par des mesures en fond de mer a
I’aide de gravimetres relatifs statiques placés a bord de submersibles habités — tel le Nautile
de I'Institut Francais de Recherche pour I'Exploration de la Mer IFREMER) — et stabilisés au-
dessus du point de mesure. Le gravimetre de fond de mer s’installe également sur une plate-
forme stabilisée dans des enceintes pressurisées, arrimées en fond de mer; c’est le principe
du systeme « TOWDOG » développé par la « Scripps Institution of Oceanography (Scripps) »
de l'université de Californie, aux Ftats-Unis. Les mesures sous-marines sont, pour 'essen-
tiel, statiques contrairement aux mesures de surface réalisées en continu durant la marche
du navire. Ainsi, du point de vue opérationnel, les mesures sous-marines sont-elles tres si-
milaires aux mesures terrestres.
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FIGURE 5.21 — (a) Vue de la plate-forme stabilisée dite « deux axes » qui équipe le gravimetre aé-
rien/marin « TAGS-6™ » commercialisé par la société ®Micro-g LaCoste Instruments. (b) Vue de des-
sus du gravimetre relatif monté sur cette plate-forme. Les deux gyrometres et deux accélérometres
qui participent au systéme d’asservissement de la plate-forme sont montés directement sur la face
supérieure du gravimetre.

Photos : J. Verdun, Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich (ETHZ).

Linstrumentation utilisée couramment aujourd’hui en gravimétrie marine, consiste en
un gravimetre scalaire relatif monté sur une plate-forme stabilisée. Le mode opératoire com-
prend donc, au démarrage de la campagne, un rattachement statique en un point ou la va-
leur absolue de la pesanteur est déja connue, appelé « point de base ». Ce rattachement est en
général réalisé a 'aide d'un gravimetre scalaire terrestre depuis le point de base jusqu’a un
point proche de 'amarrage du navire. Les mesures relatives sont donc augmentées de la va-
leur de référence au point de base pour obtenir les valeurs de I’accélération mesurée a bord
du navire. En fin de campagne, une nouvelle mesure est réalisée au méme point d’amarrage
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pour déterminer I'écart de fermeture et ainsi estimer la dérive temporelle de I'instrument
durant la campagne. Cette derniere est le plus souvent supposée linéaire. La réoccupation
de points de base intermédiaires durant la campagne permet d’autres estimations de la dé-
rive temporelle, ce qui permet le cas échéant de raffiner son modele d’évolution. En outre, le
coefficient de raideur du ressort qui équipe les gravimetres marins est susceptible de varier
au cours de la campagne, ce qui fausse la calibration réalisée au préalable en laboratoire. Les
controdles aux points de base permettent alors d’estimer un facteur d’échelle a appliquer aux
mesures pour compenser le défaut de calibration.

FIGURE 5.22 — Vues du gravimeétre marin KSS31™ commercialisé par la société ®Bodenseewerk, et
utilisé sur les navires océanographiques « Atalante » et « Pourquoi Pas » de la flotte francaise. Cette der-
niere est constituée de différents navires affrétés par différents organismes dont 'IFREMER, I'Institut
de Recherche pour le Développement (IRD), la Marine Nationale, le Service Hydrographique et Océa-
nographique de la Marine (SHOM), I'Institut National des Sciences de I'Univers (INSU) du Centre Na-
tional de la Recherche Scientifique (CNRS), et I'Institut Polaire francais Paul Emile Victor (IPEV).
Droits réservés ©Photos : Marie-Frangoise Lalancette, SHOM.

Le rattachement permet en outre la mise en référence des mesures dans un référentiel
gravimétrique donné. Ce dernier est matérialisé par un réseau de points sur lesquels les va-
leurs de la pesanteur ont été déterminées au moyen d’'un processus d’ajustement intégrant
un grand nombre de mesures absolues et relatives. Un exemple d'une telle réalisation est le
réseau mondial baptisé International Gravity Standardization Net 1971 (IGSN71), qui com-
prend 1 854 points répartis dans le monde entier.

FIGURE 5.23 — Vues du «Atalante » (a) et de '« Pourquoi Pas » (b). Ces deux navires sont utilisés lors
de campagnes océanographiques comprenant de la gravimétrie marine.
Droits réservés ©IFREMER.
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Les mesures d’accélération réalisées a bord du navire, doivent étre corrigées des accé-
lérations induites par le mouvement, c’est-a-dire 1'accélération verticale et 1'accélération
d’E6tvos. La détermination de ces termes correctifs nécessite la connaissance de la posi-
tion, la vitesse et I'accélération du navire, ainsi que son cap. Ces quantités sont en général
déduites des positions obtenues a I'aide d’'un systeme de radio-positionnement par satel-
lite et/ou un centrale inertielle de navigation (cf Chap. 6). Les données issues du gravimeétre
sont filtrées a 'aide d’un filtre passe-bas. Le méme filtre est appliqué sur les termes correctifs
avant combinaison avec les données du gravimeétre afin de rendre leurs gammes spectrales
compatibles entre elles. Ainsi, la valeur de pesanteur obtenue par gravimétrie marine peut-
elle étre entachée des erreurs qui proviennent de :

— lavaleur de pesanteur au point de base;

— la qualité du rattachement *;

— l'estimation des parameétres de dérive temporelle;

— l'estimation du facteur d’échelle;

— l'estimation des accélérations induites par le mouvement dont la précision dépend
de la qualité du positionnement.

Nous avons supposé, jusqu’ici, que la mise a niveau du gravimetre s’effectuait sans défaut
grace a la plate-forme stabilisée. Cette hypothése reste valide dans les conditions normales
de mesures d'un navire océanographique qui sont celles nécessaires pour la réalisation de
mesures bathymétriques. Les mesures gravimétriques disponibles dans les bases de don-
nées sont, en général, exprimées au point de mesure; elles n'ont donc subi aucune procé-
dure de prolongement vers le bas.

Les mesures gravimétriques proviennent de campagnes océanographiques a buts car-
tographique, scientifique ou de prospection au cours desquelles d’autres types de données
sont acquises telles des données bathymétriques, magnétiques et sismologiques. La densité
des données est donc tres variable a I’échelle mondiale en fonction de l'intérét porté a la ré-
gion pour ses ressources minieres et pétrolieres ou sa géodynamique. Seuls les organismes
nationaux de cartographie des fonds sous-marins, tels le SHOM en France, explorent systé-
matiquement l'intégralité des eaux territoriales a un rythme régulier.

A l'inverse, la réalisation de campagnes scientifiques dépend de I'obtention de crédits
de recherche; leur rythme est donc tres irrégulier et leur renouvellement non systématique.
Certaines clauses de confidentialité émanant des programmes de recherche retardent en
général I'insertion des mesures dans les bases de données publiques. Les données acquises
lors de campagnes de prospection ne sont pas nécessairement rendues publiques en raison
de leur intérét commercial. Elles peuvent au mieux étre insérées dans une base de données
publiques plusieurs années apres leur acquisition. Ainsi, est-il difficile de quantifier la fré-
quence de renouvellement et d’enrichissement des bases de données gravimétriques ma-
rines.

Les principales bases de données gravimétriques marines mondiales sont disponibles
aupres du BGI et des « National Centers for Environmental Information (NCEI) » aux Etats-
Unis (Fig. 5.24). Ces bases sont en acces libre et alimentées par divers contributeurs sans
contre-partie financiere. Les utilisateurs doivent seulement mentionner !'origine des don-

4. Opération qui consiste a déterminer la pesanteur a bord avec la navire amarré a partir de la pesanteur au
point de base.



5.1. Inventaire des données gravimétriques actuelles 155

nées dans toutes publications des travaux exploitant ces dernieres. En France, il existe des
bases de données nationales libres d’acces telles celles proposées par le service « Systemes
d’'Informations Scientifiques pour la MER (SISMER) » °de ' lFREMER, qui regroupent les me-
sures d'un nombre limité de campagnes souvent de tres bonne qualité. L'enrichissement
et le renouvellement des bases de données actuelles devraient normalement se poursuivre
grace, notamment, aux besoins en matiere de données a haute résolution spatiale hors de
portée de l'altimétrie satellitaire, qui intéressent particulierement les géophysiciens pour
I’étude de structures géologiques océaniques (dorsales, volcans sous-marins, fosses, zones
de subduction) et les océanographes pour I'étude des courants marins.

FIGURE 5.24 — Carte qui figure les levers marins comportant de la gravimétrie, accessibles dans la
base de données des centres nationaux américains d’information sur I’environnement (NCEI) de
I'agence gouvernementale de 'océan et de 'atmosphere (NOAA). Cette base contient les données
gravimétriques de 2 183 levers qui couvrent les océans et la Méditerranée.
Droits réservés ©NCEIL NOAA (http://maps.ngdc.noaa.gov/mgg/mggd.html).

5. http://www.ifremer/sismer
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5.1.4.1.3 Gravimétrie aéroportée

Grace au déploiement des systemes de positionnement
par satellite des les années 80, en particulier le systéme
GPS, et les progres engendrés sur le positionnement ver-
tical, la gravimétrie aéroportée s’est progressivement dé-
veloppée a partir de gravimetres marins adaptés sur des
avions, tels les systemes « Air-Sea Gravity System II™ »
(VALLIANT, 1991) et « Tags-6™ » (Fig. 5.25), fabriqués par
®Micro-g LaCoste. Le protocole expérimental est donc en
tous points similaire a celui de la gravimétrie marine (rat-
tachement, estimation de la dérive temporelle et du facteur
d’échelle, estimation des accélérations induites par le mouve-
ment). Comme en gravimétrie marine, les mesures sont ex-
primées a l'altitude de vol sans prolongement vers le bas.

La gravimétrie aéroportée permet de réaliser des mesures
de résolution intermédiaire (10 km — 100 km) entre celles ob-
tenues respectivement par les mesures terrestres et les me-
sures spatiales et des acquisitions sur des régions inacces- FIGURE 5.25 — Gravimetre
sibles — chaines de montagnes, volcans, foréts tropicales, dé- relatif aéroporté TAGS-6™
serts, marges continentales, zones cotiéres. En complément Monte sur sa pl?t‘?'ff’rme

. ., . . R stabilisé, commercialisé par

des mesures de l'intensité de la gravité, les gradiometres mo- . i

) ; ; o ®Micro-g LaCoste. Droits
biles fournissent des mesures des gradients de la gravité, dont ;ssep65 ©Micro-g LaCoste.
la connaissance est particulierement utile pour la restitution
des courtes longueurs d’onde du champ de gravité et la détermination de la géométrie des
structures géologiques. A titre d’exemple, le systéme « ©Air-3D FTG » (« 3D Full Tensor Gra-
dient » décrit dans MURPHY (2004)) développé par la société américaine ©Lockheed Martin-
Bell Aerospace est un gradiometre aéroporté dont la précision atteint 0,5 mGal/km, soit 5 E,
a 200 m de résolution pour un lever a trés basse altitude (80 m).

Actuellement, de nombreuxlevers gravimétriques aéroportés sont réalisés dans le monde
par des organismes scientifiques, des instituts géographiques et cadastraux, et des sociétés
de prospection, en particulier dans les régions difficiles d’acces telles les chaines de mon-
tagnes ou les marges continentales. Aux Etats-Unis, le projet « Gravity for the Redefinition of
the American Vertical Datum (GRAV-D) » (http://www.ngs.noaa.gov/GRAV-D), porté par
le National Geodetic Survey (NGS), a pour objectif une re-définition du réseau altimétrique
du pays avec une incertitude homogene de 2 cm. Un budget de 39 millions de dollars a d’ores
et déja été alloué pour la réalisation de levers gravimétriques aéroportés jusqu’en 2022, qui
couvrent notamment Puerto Rico, les Tles Vierges, la région de la Cote du golfe du Mexique,
les Grands Lacs de 'Amérique du Nord et Hawai (Fig. 5.26). Ce projet témoigne du degré de
maturité atteint par la gravimétrie aéroportée, rendue incontournable dans la réalisation de
levers gravimétriques homogenes a une échelle régionale.
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FIGURE 5.26 — Localisation aux Ftats-Unis des levers de gravimétrie aéroportée réalisés dans le cadre
du projet « GRAV-D ». Droits réservés ©NGS, NOAA.

Les mesures de gravimétrie aéroportées commencent a étre insérées dans les banques
de données internationales. C’est le cas notamment des levers réalisés sur la Suisse en 1992
(KLINGELE et al., 1997), sur les Alpes en 1998 [Verdun et al., 2003 (acl5)], et sur la Corse en
2001 (DUQUENNE et al., 2002), pour lesquels les données ont été insérées dans la base du BGI.
La densité des données accessibles demeure encore trés inférieure a celle de la gravimétrie
marine. En outre, il n'existe pas aujourd’hui de bases de données dédiées uniquement a la
gravimétrie aéroportée. Les données aéroportées sont simplement insérées dans les bases
de données marines munies d'un code qui permet de les reconnaitre.

Nous reviendrons plus longuement sur les systemes aériens de gravimétrie mobile au
chapitre 6 en détaillant notamment les capteurs mis en ceuvre sur ces instruments.

5.1.4.2 Qualité des données terrestres

D’un point de vue global, le champ de pesanteur sur les terres émergées est moins bien
connu que le champ en mer puisqu’il ne peut bénéficier des données homogeénes a haute ré-
solution (~ 10 km) issues de 'altimétrie satellitaire. Seule la gravimétrie aéroportée permet
d’obtenir une résolution comparable a terre. Bien qu'en constante augmentation, la cou-
verture aérogravimétrique reste encore faible comparée a celle de I'altimétrie satellitaire, si
bien que 'homogénéité de I"échantillonnage du champ de pesanteur sur les terres demeure
tres variable.
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En premier lieu, la gravimétrie statique au sol, permet la cartographie du champ de gra-
vité aux échelles régionales et locales, par interpolation des mesures gravimétriques acquises
au sol a'aide de gravimetres scalaires relatifs et absolus — tels les instruments fabriqués par
la société américaine ©Micro-g LaCoste — uniquement sur les zones accessibles a un opé-
rateur pédestre. Les mesures en puits de forage viennent ponctuellement compléter les me-
sures de surface. L'incertitude usuelle atteinte sur les données acquises par des levers a terre
est de I'ordre de 0,01 mGal a la résolution de 1 km. De plus fines résolutions de I'ordre du
100¢ de kilometre sont atteignables par des levers de détail.

En second lieu, l'incertitude ultime des mesures de gravimétrie marine s’estime en te-
nant compte des contributions de tous les postes d’erreur mentionnés au §5.1.4.1. La qua-
lité des données insérées dans une base de données marine est en général trés inégale. Dans
les bases du BGI, toute mesure doit étre accompagnée de sa précision, de la position et I'al-
titude du point de mesure avec leurs précisions respectives, ainsi que d’'une indication sur
le réseau gravimétrique auquel elle se rattache et les points de base utilisés. Lorsque 'une
de ces informations fait défaut, la mesure est quasiment inexploitable notamment en géo-
désie pour la détermination du géoide. Certaines campagnes comportent méme des biais
tres importants qu’il est difficile de corriger a posteriori sans une connaissance des points
de base. Lorsque toutes les informations sur la mesure sont bien renseignées, cette derniere
peut étre considérée comme valable lorsque son incertitude est inférieure a 5 mGal. Cepen-
dant, il est souvent nécessaire de repousser cette limite a 10 mGal pour prendre en compte
un plus grand nombre de données.

En dernier lieu, 'incertitude sur les données gravimétriques aéroportées est en général
meilleure que celle de la gravimétrie marine, en particulier pour les levers de basse altitude
ou elle peut atteindre 2 a 3 mGal pour une résolution spatiale de 5 a 10 km. Lorsque les
conditions météorologiques sont favorables, I'attitude d'un avion peut étre particulierement
stable comparée a celle d'un navire soumis a une légere houle. En revanche, la résolution
spatiale est d’autant plus faible que I'altitude de vol est élevée. Elle se dégrade encore plus
suite aux opérations de filtrage passe-bas pour réduire le bruit de mesure [Verdun et al., 2002
(acl?)].

Lutilisation d'un gravimetre absolu balistique pour des levers aéroportés (Fig. 5.27) a
été tentée a 'ETHZ (BAUMANN et al., 2011). Les résultats montrent que les performances at-
teintes en termes d’incertitude et de résolution spatiale (6,9 mGal pour 12 km de résolution),
sont comparables a celles obtenues a partir de gravimetres relatifs stabilisés. A ce jour, la vi-
sibilité des franges d’interférences produites par I'interférométre demeure le probléme ma-
jeur. En effet, les vibrations de I’avion qui entrainent celles du miroir fixe de I'interférometre,
engendrent un brouillage intempestif des franges, ce qui perturbe fortement les mesures.
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FIGURE 5.27 — Vue du gravimetre FG-5L™ (1) de ® Micro-g LaCoste, installé dans I'habitacle d'un
avion pour la réalisation de levers aéroportés dans le cadre du projet « Airborne Absolute Gravimetry
(AAG) » de 'ETHZ. Le systeme gravimétrique a été complété par une centrale inertielle (5) et son
systéme d’acquisition (6). Droits réservés ©BAUMANN et al. (2011).

La gravimétrie mobile inertielle fait également 1'objet de nombreuses recherches que
nous décrirons plus en détail au chapitre 6. Les dispositifs de gravimétrie vectorielle se com-
posent de capteurs d’accélération, rigidement fixés au véhicule porteur, et d'un systeme de
positionnement indépendant. Les capteurs d’accélération mesurent la différence entre I'ac-
célération du véhicule porteur et 'accélération gravitationnelle. A partir de I'estimation de
I’accélération du porteur déduite des mesures de position, il est possible d’extraire des me-
sures accélérométriques, 'accélération gravitationnelle apreés un filtrage adéquat du bruit de
mesure. Ce principe est adopté sur un grand nombre de systémes gravimétriques en déve-
loppement.

Les tout derniers résultats concernant ce type de systéme ont été publiés par une équipe
chinoise (ZHAO et al., 2015). Cette derniére relate la réalisation d'un lever gravimétrique aé-
roporté sur le Groenland a 360 m d’altitude avec une incertitude de 1,5 mGal pour une ré-
solution spatiale de 6 km. Il est clair que les progres réalisés sur les capteurs gravimétriques
depuis une dizaine d’années, n’'ont pas encore permis d’abaisser significativement I'incerti-
tude sur les mesures de gravimétrie mobile aérienne. Le principal verrou technologique qui
résiste aux investigations, reste cependant ’amélioration de la résolution spatiale des levers
mobiles.

5.1.5 Des niches a combler

Linventaire des données gravimétriques disponibles sur la Terre témoigne de I'omni-
présence des données de gravimétrie spatiale, y compris celles de I'altimétrie satellitaire, en
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tant que données globales assimilées dans les modeles du champ de gravité (Fig. 5.28). La
résolution spatiale des modeles de géopotentiel les plus fins issus de la gravimétrie spatiale,
ne descend pas en dessous de 70 km. Par ailleurs, les contributions des plus courtes lon-
gueurs d’'onde demeurent de faible amplitude et affectées d'une grande incertitude relative
- 0,1 % sur 'ondulation du géoide (10 cm sur 100 m d’amplitude de I'ondulation) et 2 % sur
I’anomalie a Iair libre (4 mGal sur 200 mGal d’amplitude de 'anomalie) —. Il est notamment
impossible de produire a I’échelle d'un pays, une surface de référence altimétrique a partir
des seules données spatiales.

Inversement, les données acquises au sol au cours des campagnes géophysiques et dans
les réseaux gravimétriques sont pour l’essentiel ponctuelles, et localisées dans les lieux ac-
cessibles. Si elles permettent d’obtenir localement des hautes résolutions (< 1 km) et de treés
faibles incertitudes relatives (~ 50 ppm, soit 0,01 mGal pour 200 mGal d’amplitude de I’ano-
malie a 'air libre), leur couverture n’est pas homogene, notamment sur les zones monta-
gneuses et littorales. La gravimétrie mobile marine et aérienne, permet théoriquement de
compenser les effets d'un échantillonnage irrégulier de données gravimétriques. Cependant,
les performances des gravimetres mobiles n'ont, a ce jour, pas encore atteint un niveau per-
mettant la restitution des tres courtes longueurs d’'onde (< 1 km), quelle que soit la région
considérée. Outre les problémes posés par la correction des accélérations induites par le
mouvement, une limitation handicapante de la gravimétrie mobile actuelle, est que le por-
teur opere a trop grande distance des sources. En effet, L'éloignement limite naturellement
la résolution spatiale des levers. La réalisation d’instruments couplés a des porteurs légers
apparait donc d’ores et déja comme une niche dans le panel des techniques de la gravimétrie
actuelle. Ce sont ces niches que nous allons tenter d’expliciter dans la suite, non sans avoir
préalablement rappelé les principaux enjeux de défis qui subsistent en gravimétrie moderne.
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FIGURE 5.28 — Bilan des techniques d’acquisition de la gravimétrie moderne situées dans un graphe
«résolution spatiale/couverture ». Une niche demeure pour la gravimétrie en champ proche pour la
restitution a haute résolution spatiale du champ de gravité de I’échelle locale a régionale.
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5.2 Enjeux et défis de la gravimétrie moderne

5.2.1 Les nouveaux instruments
5.2.1.1 Gravimétrie atomique

Le développement des gravimetres absolus statiques connait aujourd hui une véritable
révolution, suscitée par la mise au point pour les applications géophysiques, de gravimetres
balistiques a fontaine atomique, qualifiés également de gravimetres « a atomes froids » ou «a
onde de matiere ». Entamées depuis déja plus de 15 ans en France, les recherches sur le gra-
vimetre a atomes froids ont d’abord servi l'expérience de la Balance du watt menée par le La-
boratoire National d’Essais (LNE) et le BIPM, pour la redéfinition du kilogramme (GENEVES
et al., 2007, MERLET et al., 2014a,b). Apres le développement d’instruments de laboratoire
par le laboratoire SYRTE, une jeune entreprise francaise baptisée ® uQUANS a développé
une version du gravimetre (Fig. 5.29) destinée aux applications géophysiques sous de nom
de Absolute Quantum Gravimeter (AQG) (DESRUELLE et al., 2014). A I'heure ol1 nous par-
lons, le gravimetre AQG est quasi-opérationnel et un premier instrument a d’ores et déja été
retenu pour le REseau SIsmologique et géodésique Francais (RESIF) dans le cadre du pro-
jet d’excellence (« EquipEx ») RESIF-CORE. En outre, c’est encore une technologie basée sur
les atomes froids qui a été sélectionnée pour un second projet d’excellence de grande am-
pleur baptisé « MIGA ». Ce dernier consiste en I'installation d'un interférometre atomique de
grande dimension pour la détection des fluctuations spatio-temporelles de I’espace-temps,
qui se manifestent notamment par la propagation d’ondes gravitationnelles (GEIGER et al.,
2015). Ces deux faits de 'actualité scientifique témoignent sans conteste de 'engouement
pour les dispositifs a atomes froids dans la gravimétrie moderne.

Le principe du gravimetre a atomes froids consiste a tirer profit de I'expérience de la
chute libre non plus avec un coin de cube, mais avec des atomes de rubidium refroidis par
laser. Plus précisément, une population d’environ 10® atomes est confinée par laser pour re-
froidir jusqu’a une température de 1 uK. Puis, les atomes sont libérés et chutent librement
sous l'effet de la pesanteur. L'utilisation d'un interférometre a ondes de matiere permet alors
de mesurer, par interférométrie atomique, le déplacement relatif des atomes par rapport au
miroir de rétro-réflexion équipant I'interférometre. Ce déplacement est directement propor-
tionnel a I'intensité de la pesanteur. Le gravimeétre a atomes froids possede des avantages
indéniables sur son homologue optique pour une exactitude comparable de par I'absence
d’éléments mécaniques dans le dispositif de chute libre. Il permet ainsi une plus grande fré-
quence d’acquisition et dispose d'une plus grande immunité aux vibrations du sol. Les opé-
rations d’alignement des éléments d’optique y sont également plus simples. Si le rythme des
progres se maintient, cette nouvelle technologie pourrait devenir prépondérante, d’autant
plus qu’elle permet également, moyennant quelques composants additionnels, la mesure
du gradient vertical de la pesanteur.
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FIGURE 5.29 - Vue du gravimetre atomique « AQG™ ». Droits réservés ©uQUANS.

5.2.1.2 Lessor de la gradiométrie

La gradiométrie connait aujourd hui un essor considérable, notamment dans le domaine
de la prospection géophysique, pour deux raisons essentielles :

1. T'utilisation des anomalies des gradients de gravité en plus des anomalies de gravité
dans I'inversion géophysique, permet d’améliorer la localisation des sources (BARNES
etal., 2008, FITZGERALD et HOLSTEIN, 2006, WHILE et al., 2008) ;

2. les mesures gradiométriques étant de nature différentielle, elles sont moins sensibles
aux accélérations induites par le mouvement lorsque réalisées a bord d'un porteur
mobile; en d’autres termes, la gradiométrie mobile aurait une plus forte immunité au
bruit que la gradiométrie mobile (JEKELI, 1993).

Les développements technologiques en vue de la réalisation de gradiometres mobiles sont
nombreux a I'’heure actuelle, parmi lesquels se distinguent une technologie opérationnelle
basée sur des accélérometres électrostatiques et deux technologies émergentes basées res-
pectivement sur les capteurs gravimétriques supraconducteurs et a atomes froids.

En premier lieu, il faut souligner que les technologies a
base de capteurs électrostatiques héritent directement des dé-
veloppements menés sur les systémes de navigation inertielle.
Les mesures des gradients de gravité sont également utilisées
sur ces derniers, en vue d’améliorer les performances de navi-
gation, notamment lorsque I'acces aux signaux GNSS est diffi-
cile, voire impossible (RICHESON, 2008). Du c6té de la prospec-
tion géophysique, il existe des systémes de gradiométrie mo-
bile opérationnels (appelés Gravity Gradiometer Instrument
(GGD), tels ceux commercialisés par la société ®Lockheed
Martin, en I'occurence, le gradiomeétre aéroporté Air-3D FTG FIGURE 5.30 - Gradio-
précédemment mentionné (5.30), et le gradiometre aéroporté metre  aéroporté  Air-3D
FALCON. La société ®ARKeX a développé également le sys- FIG™ ~commercialisé par

N ™ . , . ®Lockheed Martin. Droits
teme FTGeX™ pour la propspection géophysique (5.31). CeS 401065 ©Lockheed Martin.
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systemes ont fait parti de I’équipement de navigation des sous-marins américains « Trident ».
Il a fallu attendre 'année 1994 pour que le secret « défense » soit levé par le ministere de la dé-
fense américain. Les principes de ces deux instruments sont identiques : il s’agit de mesurer
la différence d’accélération a I'aide d’accélérometres séparés dans I’espace afin de restituer,
apres corrections des effets perturbateurs, les gradients de gravité. A la différence du gradio-
metres FALCON pour lequel les accélérometres sont fixes, le systeme Air-3D FTG utilisent
des paires d’accéléromeétres montées sur des disques en rotation a vitesse constante. Une
démodulation du signal permet alors de restituer les gradients de gravité en atténuant les
effets des accélérations induites par le mouvement de I'avion.

C’est également un gradiometre électrostatique opéra-
tionnel, appelé Electrostatic Gravity Gradiometer (EGG1)
(Fig. 5.32), qui a été utilisé sur la mission GOCE (cf §5.1.2). 11
se distingue de ses homologues terrestres par sa tres grande
sensibilité (~ 1 mE/vHz). Une étude de faisabilité d’un gra-
diometre planaire aéroporté, dérivé du gradiometre de GOCE,
a été menée dans le cadre du projet « GREMLIT » porté par
I'Institut de Physique du Globe de Paris (IPGP) en collabora-
tion avec I’ONERA, le Laboratoire de Recherches en Géodésie FIGURE 5.31 — Gradiometre
(LAREG) et le SHOM. La faisabilité a été confirmée (DOUCH, mobile FTGeX™ sur sa plate-
2015, DoucH et al., 2014, 2015), mais le développement du forme stabilisée. Droits réservés
prototype opérationnel est a venir. ©ARKeX.
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FIGURE 5.32 — Vue d’'une paire d’accélérometres 3D qui forment un bras du gradiometre embarqué
sur le satellite GOCE. Droits réservés ©ONERA.

En second lieu, la mise au point des accélérometres supraconducteurs a haute sensibi-
lité, a suscité le développement de gradiomeétres supraconducteurs (Superconducting Gra-
vity Gradiometer (SGG)), notamment aux Etats-Unis, en Australie et en Angleterre. Les ac-
célérometres supraconducteurs utilisent des interférometres quantiques supraconducteurs
(Superconducting QUantum Interferometer Device (SQUID)) pour déterminer I'accélération
d'un corps d’épreuve. Ces derniers opérent a tres basse température (4 K), ce qui nécessite
un dispositif cryogénique de refroidissement. La société ©ARKeX, spécialisée dans la gradio-
métrie marine et aéroportée, annonce le développement et la commercialisation imminente
d’un gradiomeétre mobile Exploration Gravity Gradiometer (EGG2), basé sur des capteurs su-
praconducteurs. Peu d’'information diffuse sur cet instrument a I’heure actuelle, bien qu’il
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soit permis de penser que le dispositif sera plutot réservé aux gros porteurs étant donné la
présence du dispositif de refroidissement.

Enfin, un nombre conséquent d’équipes de recherche, notam-
ment a 'ONERA, a I'ESA, au JPL et au SYRTE (CARRAZ et al.,
2014, PEREIRA DOS SANTOS, 2015, SAIF, 2014, YU et al., 2006),
s’est lancé dans le développement de gradiometre a atomes
froids pour les domaines spatial et terrestre. Les avantages an-
noncés pour ce type de dispositif, sont essentiellement une
plus forte immunité au bruit et, pour les versions mobiles,
une plus grande bande passante, grace notamment a 1'utili-
sation de capteurs hybrides combinant accéléromeétres élec-
trostatiques et a atomes froids (LAUTIER et al., 2014). LONERA
a choisi de s’orienter dans cette voie pour le développement
de son gradiometre a atomes froids baptisé « GIBON », dont la
sensibilité devrait descendre en dessous de 1 mE/v/Hz. Les dé-
veloppements autour de la gradiométrie atomique témoignent
de la grande vitalité de la recherche instrumentale qui pro-
fite a la gravimétrie. Au-dela des missions spatiales pour les-
quelles le porteur est concu en fonction de I'instrument, 'un FIGURE 5.33 — Vue du gra-
des grands enjeux de la gravimétrie et gradiométrie instru- diométfe a atomes froids dé-
mentales, sera de proposer des instruments assez facile d’ac- V6\0PP€ au JPL. Droits réservés
ces pour les utilisateurs et adaptable a toutes sortes de terrain ©JPL, NASA.

et tout type de porteurs.

Les efforts consentis pour le développement de gradiometres ultra-sensibles pour les ap-
plications géophysiques terrestres, témoignent de |'extraordinaire engouement pour cette
technique. Pour I'instant, ces dispositifs demeurent encombrants et onéreux. Il existe néan-
moins des tentatives de réalisation de capteurs gradiométriques moins encombrants. C’est
le cas notamment de la société ®GGRAVITEC Instruments qui propose un capteur destiné
aux puits de forage qui utilise la torsion d’'un ruban métallique pour estimer les gradients
de gravité non diagonaux. Il est clair qu’aujourd’hui encore, la conception d'un gradiometre
complet, haute sensibilité, transportable sur de petits porteurs, nécessite la levée d'un ver-
rou technologique.

5.2.2 Lafusion de données hétérogenes

Les modeles combinés de géopotentiel réalisent la synthese de plusieurs sources de don-
nées gravimétriques (cf §5.1.2), acquises par des techniques variées sur des zones diverses et
ades époques différentes. Il s’agitla d'un exemple de fusion de données hétérogenes. Dans le
cas des modeles de géopotentiel, cette fusion de données repose sur le choix préalable d'une
représentation fonctionnelle du champ de gravité, en 'occurrence les développements en
harmoniques sphériques. La détermination des coefficients d’harmoniques sphériques a
partir des équations d’observation relatives aux différentes sources de données gravimé-
triques, s’apparente alors a la résolution d'un probleme inverse.
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Les limites de I'utilisation des développements en harmoniques sphériques pour la repré-
sentation du champ de gravité consistent pour 'essentiel en :

— la croissance considérable du nombre de coefficients des développements en har-
moniques sphériques lorsque la résolution s’affine; par exemple, un raffinement de
la résolution d'un facteur 2 quadruple le nombre de coefficients nécessaires au déve-
loppement (cf Chap. 2, section 2.2);

— l'impossibilité de prendre en compte I'échelle spatiale des données gravimétriques
lors du calcul des coefficients.

Les recherches sur les représentations fonctionnelles alternatives, telles celles menées au LA-
REG et a I'IPGP sur les ondelettes, témoignent de I'effort consenti actuellement pour mettre
au point de nouvelles méthodes de représentation du champ de gravité, qui puissent s’adap-
ter a différentes échelles spatiales des données (PANET, 2015). Les problemes théoriques sou-
levés par ces recherches tiennent au fait qu'’il n’existe pas, a la différence des harmoniques
sphériques, de famille d’ondelettes définies sur la sphere qui forme une base. La non unicité
de la représentation du champ de gravité qui en découle, nécessite I'emploi de méthodes
de régularisation cotiteuses en temps de calcul. Des recherches mathématiques en amont
seront tres vraisemblablement indispensables pour progresser dans cette voie. En outre, la
difficulté de représentation s’accroit dés lors qu’il s’agit de traiter le champ variable dans
un formalisme cohérent avec celui de la représentation spatiale. Sans doute, la découverte
d’'une représentation spatio-temporelle du champ de gravité, exhaustive sur la sphére, qui
puisse prendre en compte 1'échelle spatiale des données gravimétriques, est un défi majeur
pour la gravimétrie théorique du XXI® siecle.

La résolution d'un probléme inverse impliquant les données gravimétriques sert égale-
ment a la modélisation des sources. La solution du probléme n’étant pas unique ®, I'inver-
si